Lineaariset mallit, kevit 2014

Harjoitus 3, viikko 14

1. Monisteen sivun 7 alareunassa esitetdin yhtédsuuruus
Z x(y; — = X'y—- X'X8.

Perustele huolellisesti suureiden dimensiot ja yhtélon paikkansapitdvyys kom-
ponenteittain.

2. Tutkitaan yksinkertaista yhden selittdjéin lineaarista regressiomallia Y; ~ N (Sx;,

0%), 1 = 1,...,n. (Ainoa selittivd muuttuja ei ole tissd vilttimittd vakio.)
Osoita, ettd PNS-estimaattori parametrille 5 on
B Zz 1 Yxl

Zz lxz2 .

3. Tarkastellaan yhden selittdvan muuttujan lineaarista regressiomallia, jolloin
malliyhtélo on havaintoyksikdittéin ilmaistuna y; = 81 + i+, i =1,...,n
Merkitéan 3 = [8; Bo) ja T = (z1 + -+ + 2,) /n.

(i) Muodosta Lauseen 2.1(i) tulosta kiyttien Cov(83) ja edelleen Var(f,) ja
Var(f; + 5o7).
(ii) Oletetaan, ettd selittdvien muuttujien arvot xq, . .., T, voidaan valita va-

paasti vililt [c, d]. Miten ne on valittava, jos Var(fs) halutaan minimoida?
Onko tdmaé valinta muuten jarkeva?

(Huom.: Kohdassa (ii) ei vaadita yksityiskohtaisia matemaattisia todistuksia.
Niissé voit myos olettaa, ettd n on parillinen.)

4. Tarkastellaan yhden selittdjan lineaarista regressiomallia kahden ryhmén ta-
pauksessa:

N(Bl +52$i70'2), kun ¢ = 1,...,n1

)/17'”7Yn—]-|—7}/i~ .
N(B3 + Byxiy0?), kuni=mn;+1,...,n1 +ny =n,

jossa ni, ng > 2.

a) Osoita, ettd kysymyksessé on lineaarinen malli kéyttéden lineaarisen mallin
matriisiesitystd (eli Y = X3 + €).



b) Osoita, ettd parametrien 51 ja By (vastaavasti 3 ja ) PNS-estimaatit saa-
daan kuten harjoituksen 2 tehtédvéssa 4 kdyttden vain havaintoyksikoiden
i=1,---,ny (vastaavasti i = n; + 1,--- ,n) havaintoja.

c) Miten tulkitset ehtoa By = (4, kun y on lddkdrien kuukausipalkka, = on

tyovuosien méara ja sukupuoli madrad ryhméjaon?

5. Halutaan tutkia koehenkil6iden sukupuolen ja iéin yhteyttd hapenottokykyyn.
On saatu seuraavanlainen aineisto:

Iké (z2) Sukupuoli (z3) Hapenkulutus (y)
0 0 44
1 0 45
0 0 54
1 1 59
0 1 50
1 1 45

jossa

~ J0 kun ikd > 45,
7)1 kun iki < 45,
ja
~J 0 kun sukupuoli=nainen,
’ 1 kun sukupuoli=mies.
Sovitetaan aineistoon lineaarinen regressiomalli, jossa hapenkulutus on seli-
tettdva muuttuja (y) ja selittdvind muuttujia ovat ikd (z9) ja paino (z3).

a) Muodosta mallimatriisi X ja laske (X'X)~'X’. Huom! mallissa on nyt
regressiovakio.

b) Estimoi mallin parametrit 8y, 82, 83 ja 0 suurimman uskottavuuden me-
netelmén avulla.

¢) Miten tulkitaan regressiokertoimet (5 ja (37



