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1. Olkoon voimassa malli
Yi = B1+ Ba(xin — X1) + Ba3(xp — %) + €, i=1,...,n

Satunnaismuuttujat €; ovat riippumattomia, €; ~ N(0, 02), ja X = % Y xij. Lisdksi

(xi1 — %1)(xi2 — %2) = 0.

-
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(a) Johda kerroinparametrien 3;, j = 1,2,3 suurimman uskottavuuden estimaattor-
eille lausekkeet, joissa ei esiinny matriisi- eikéd vektorilaskennan operaatioita.

(b) Kirjoita lauseke varianssiparametrin harhattomalle estimaattorille.

(c) Kirjoita lauseke hypoteesin
H:p1=0,B2=ps
F-testisuureelle. Mihin jakaumaan testisuuretta verrataan?

Ratkaisu. (a) Esitetdan tarkasteltava malli ensin matriisimuodossa. Olkoon £ ~ N(0, 01,,).
Talloin
Y, [ B1+ B2(x11 — 1) + B3(x12 — %2) + &1 X1 — X X12 — X2
Y=|:]|= : = Bily + B2 : + B3 :
Yy | B1+ Ba(xu1 — %1) + B3(xn2 — X2) +&n Xn1 — X1 X2 — X2
(1 x11— % x2— %] [B,
= |: : : Bo| +& =1 (x1—x1)1, (x2—%)1,]B+e,
1 xn—X% xp—% B2 =X

missd xj = [xq; - xn]'],. Oletuksen nojalla (x1 — %11,,)(x2 — %21,,) = YL (xi —
fl)(xiz — XZ) = 0. Lisaksi 0 = Z:‘l:l (xl-]- — J?]') = 1;(3(]‘ — J?jln), kunj = 1,2. Parametrin
B = [[51 B /33]/ SU-estimaattori B saadaan nyt normaaliyhtdldiden ratkaisukaavaa



kayttden:

B L, ! 1,
@2 = B = (X/X)_1X/Y = (x1 — flln)/ [171 x1 —x11, xp — len]> |:(x1 — xlln)’] Y
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(b) Varianssiparametrin 02 harhaton estimaattori on
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(c) Muotoa H : A3 = c olevalle hypoteesille F-testisuureen yleinen lauseke on

o (AB—/(AXX)1A) NAB—o) 5,
- qsz ~ qn—3s

missd g = r(A). Tarkasteltava hypoteesi saadaan esitettyd tissd muodossa valitsemalla

10 0
A‘[o 1 —1}'

jac =0, jolloin r(A) = 2. Merkitédan t; = Y} ; (x;j — %;)% kun j = 1,2. Talloin
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Téaten F-testisuureen osoittaja on muotoa

A — OV (AX'X)-1AN-1(AB — _([1 0 O]A)/[n 102][1 0 O]A
_a A _a1im 0O /31A
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Testisuureen lausekkeessa S? on kuten (b)-kohdassa. Testisuuretta verrataan F, ,,_3-jakaumaan,
jota F noudattaa hypoteesin H vallitessa.

2. Oletetaan, ettd yleistetyn lineaarisen mallin malliyhtdlossd ¥ = X + € matriisin X
sarakkeet ovat ortogonaalisia eli kohtisuorassa toisiaan vastaa. Estimoi parametrivek-
tori B soveltamalla lineaarisen mallin estimointiteoriaa ja selvitd estimaattorisi toden-
nékoisyysjakauma. Muodosta lisdksi 100(1 — «) %:n luottamusvéli parametrille 3; (=B:n
j-s komponentti).

Ratkaisu. Kun kirjoitetaan X = [x; --- x|, pdtee selittdjien ortogonaalisuuden no-
jalla X'X = diag [¥jx1 -+ x,xp]. Néin ollen
, Xy
X1y X} xq
P _ . 1 1 ) .
ﬁ = (X/X) 1X,y = d]ag |:x1171 e %} . = .
/ x! y
xpy .X'I:JCP

Koska vastaava estimaattori 3 on multinormaalijakautuneen satunnaisvektorin Y taytta
riviastetta oleva lineaarinen muuunnos, on f:lla (p-ulotteinen) multinormaalijakauma.
Lasketaan jakauman parametrit:

E(B) = (X'X)"'X'E(Y) = (X'X)"'X'XB = B;
Cov(B) = (X'X)'X'Coo(Y)((X'X)7'X") = (X'X) ' X'0’[,X(X'X) "' = o?(X'X) "

= o’diag [¥jx1 -+ x,xp].

Lineaarikombinaation a’f3 tason 1 — « luottamusvili on
a'B Lty p(a/2)s\/a'(X'X) 1a,

missd s2 = (n — p)~'(y — XB)'(y — XB3). Koska yksittdinen komponentti 3 j saadaan

esitettyd muodossa a’g valitsemallaa = [0 ---0 1 0---0] (luku 1 paikassa j), niin
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voidaan soveltaa ylldolevaa luottamusvilin kaavaa. Nyt

/
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a/(X/X)ila: /‘ ﬁ]: /] :
XiX; XiX;
joten luottamusvéli saa muodon
x;-y s
T tp(a/2)
YiXj XX,

3. Olkoon Y7, ..., Y7 riippumattomia normaalisti jakautuneita satunnaismuuttujia, joille
patee Y; ~ N(w;, 0?) ja
B1, kuni=1,2
W = { 231, kuni=3,4

B>, kuni=5,6,7.

Muotoile tilanne lineaarisena mallina kdyttden matriiseja ja johda parametrien 31, 32 ja
02 suurimman uskottavuuden estimaatit.

Ratkaisu. Olkoon € «~ N7(0,0I7). Tallsin €1, ..., €7~ N(0,0%) L ja

Yy B1l, 1, 0 1, O B
Y = = 211 | +e=61 |21 +B2 |0 | +e= |21, O |:/31:| + €.
Y, B213 0 13 0 13] 2

Siis malli voidaan esittdd matriisimuodossa Y = X + €, kun valitaan
2 [1122000}'
2 = .
0 1, 000O0T1T171
Parametrin 3 = [[31 ﬁz]/ SU-estimaatti saadaan normaaliyhtdloiden ratkaisukaavasta:
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1, 0 A

~ _ 1, 21, 0 1, 21, 0o
HW=B=XX)'Xy=||7 52 /| |21 0 A I I
0 13 Y7

X =

=

B [10 o] - [y1+yz+2(]/3+y4)} _ [110 0} {y1+yz+2(y3+y4)}

~lo 3 Ys + Yo + Y7 0o 1% Ys + Yo + 7
_ {ﬁ)(yll‘i_ y2) + 3 (ys + y4)] .
3(ys5+ve +y7)
Varianssiparametrin 0> SU-estimaatti on puolestaan
L1 . . 1 /2 U sy L )
=Sy —XB)(y—XB) = | L (vi = B1)* + Y (i —2B1)* + Y (vi — B2)
i=1 i=3 i=5



4. Olkoon Y7, ..., Y riippumattomia normaalisti jakautuneita satunnaismuuttujia, joille
patee Y; ~ N(if3, 02) (i =1,...,4). Muotoile tilanne lineaarisena mallina ja johda testi
hypoteesille H : 3 = 1 vaihtoehtoa H : 3 # 1 vastaan.

Ratkaisu. Olkoon & ~ N(0,02%14),jolloin ¢1, ..., e4 ~ N(0,0?%) L ja siis

Y1 B+ e 1
Y, . 2B+ & . 2
Ys| T [38+es| ~ |3|PTE
Yy 43+ &4 4

Tarkasteltavalla mallilla on siis matriisiesitys ¥ = X8 +¢ missd X = [1 2 3 4],.
Parametrin 3 PN S-estimaatti on
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B=XX)"'X'y=|[1 2 3 4] 2 1 2 3 4] |% :iiiy‘.
3 ys| 304"
4 y4

Kéytetdan hypoteesin H testaamiseen F-testid. Tdssd mallissa muotoa H : A3 = ¢ (missa
Aja c ovat skalaareita) olevalle hypoteesille F-testisuureen yleinen lauseke on

(AB—o)'(AX'X)"'A") 1 (AB —¢)

H
@ ~ b3,

F =

missa

1 s . N - s
§ =7 (Y=XB)(Y - XB) = 5 (Y - B) =3 L(vi—ib)

i=1

) (Y —

= W N =
= W N =

Nyt tarkasteltava hypoteesi H : 3 = 1 on tdtd muotoa, kun valitaan A = 1 = c. Koska
talloin (A(X'X)"1A")~! = ((X’X)~1)~1 = X’X = 30, niin F-testisuure on muotoa

Suuret testisuureen arvot ovat hypoteesin H kannalta kriittisid, ja testin p-arvo on

p=Pu(E(Y) > F(y)) = P(Fi3 > F(y)),

missd Fj 3 on satunnaismuuttuja, joka noudattaa F; 3-jakaumaa.



