Lineaariset mallit, kevit 2014
Ratkaisut 5
Juho Leppinen

1. Jatkoa harjoituksen 4 tehtdville 4. Estimoi parametrit p ja po ehdolla g = o ot-
tamalla ehto p; = pp huomioon mallissa ja estimoimalla saadun mallin parametrit (eli
kdyttden olennaisesti yhtaloon (2.9) perustuvaa vaihtoehtoista menettelyé).

Ratkaisu. Tarkasteltavan mallin matriisiesitys on

1 0 |m
1 y=|" + &
g Al
Rajoite 11 = pp voidaan kirjoittaa muodossa
1

missd = [11 ] ja ¢ € R. Kun tami sijoitetaan malliyhtilosn (1), paadytian lin-
eaariseen malliin

1, 0][1 B
Y:[O 1712} [Jd)%—s—lnqb—l—s.

Tassa mallissa parametrin ¢ PN S-estimaatti on ¢ = (1,1,) "1,y = (1/n) X", y; = 7.
Taten SU-estimaattorin invarianssiominaisuuden nojalla rajoitetun mallin PN S-estimaatille
1y pétee

<<
—_

2. Jatkoa harjoituksen 4 tehtéville 3. Estimoi parametri B = [B] B3]’ ehdolla B; = B,
PNS-menetelmén avulla. Mikd on nyt estimaattorin jakauma?

Ratkaisu. Muistamme, ettd tarkasteltavan mallin matriisiesitys on

vl =1 ) (e[
Y, 0 X3 [B &’
missd g; ~ Ny, (0,0%1,,), &1 1L &, B; € RP, 02 > 0,r(X;) = p, kuni = 1,2. Kéytetdan

rajoitetun PN S-estimaatin selvittdmiseen materiaalin yhtdloon (2.9) perustuvaa tapaa.
Ehto 3; = B, voidaan lausua muodossa



missd ¢ € RP (siis monisteen merkinnoin valitaan d = 0 ja C = [I p 1 p}/). Kun tama
rajoite sijoitetaan malliyhtdl6on, paddytdan lineaariseen malliin

vl =l 2]

Normaaliyhtdloiden ratkaisukaava tuottaa timédn mallin PN S-estimaatiksi

o= ([ B0) B - (o ) o g
= (X1X1 + X5X0) " (X1y; + X3y,)-

Lauseen 2.1 nojalla vastaavalla estimaattorilla ¢» on p-ulotteinen multinormaalijakauma
odotusarvovektorilla E(¢) = ¢ ja kovarianssimatriisilla

, -1
Cov(p) = o ([ij [ij) = o2(X1 X1 + X5 X,) !

SU-estimaattorin invarianssiominaisuuden perusteella rajoitetun mallin PN S-estimaatiksi
Py saadaan siis

s (] 5 [(X3X + X5X5) N Xy, + X0y,)
Bu=1p|?~ |(x'x, + X,X,) (X! X ‘

p (X1X1 + X5X0) (XY, + X3y,)
Vastaavalle estimaattorille on voimassa:

Ebn) = || £@) = || 0 = 5,

/
N 1 A | T 1 _
Cov(By) = M Cov(¢h) M = m o (X) X1+ X5Xo) " [1, I,)]
p p p
_ 2 [(OXHXX0) T (X0 X+ X0X0) 1]
(X/le + X/2X2)71 (X/1X1 + X/2X2)71

PNS-estimaattorilla 3;; on (2p-ulotteinen) multinormaalijakauma, koska 3;; saadaan
lineaarisena muunnoksena multinormaalijakautuneesta satunnaisvektorista ¢; tosin tima
jakauma on singulaarinen (3 :n kovarianssimatriisi ei ole positiivisesti definiitti).

3. Jatkoa harjoitustehtdville 4.3 ja 5.2. Johda F-testi hypoteesille H : 3; = ,. (Vi-
hje: Kéytd F-testisuureen jalkimmadista residuaalineliosummiin perustuvaa esitysta (ks.
s. 19).)

Ratkaisu. Otetaan kdyttoon merkinnét

51(0() = (Yl — Xla)’(Yl — Xla),
52(0() = (Yz — XQOC)/(YZ — XQOC),



kun o € RP. F-testisuureen residuaalinelidsummiin perustuvaa esitystd varten on siis
madritettava S(B) ja S(By). Alemmin on laskettu, ettd

B— [(Xllxl)_lXin]

(X5X2) 1X5Y,

A I,
B = |17| (X0 X5%) (X, + X3,
)

Merkitdan lisaksi B; = (X} X1) 71X} Y1ja B, = (X5X2) " 1X5Y;, jolloin

A

S(B) = XB)'(Y - XB)

([ -0 e D (-1 R[5
=[(Y1 = X1B1) (Y2 —X2By)] [112 : §lgj

= (Y1 = X1B1)' (Y1 — X1B1) + (Y2 — X23,) (Y2 — X235) = S1(B1) + S2(B2);

st = oo = ([ - [0 2] [3) (R[5 <] [8])
= (Y1 —X19) (Y1 = X19) + (Yo — X20) (Y2 — X2 ) = S1(d) + S2().

Hypoteesi H : B; = B, voidaan kirjoittaa muodossa AB = ¢, kun valitaan ¢ = 0 ja
A=[I, —I,|. Tassdr(A) = p. Taten F-testisuure saa muodon

n+ny—2p S(By) — S(B) _ nm1+mny—2p S1(P) — S1(B1) + S2(d) — S2(By)
B B

" s »p S1(B1) + S2(B2)
H

~ Epni+ny—2p-

4. Jatkoa harjoitustehtéville 4.3, 5.2 ja 5.3. (i) Muodosta 100(1 — «)%:n luottamusvaili
parametrivektorin 8, lineaarikombinaatiolle a’B; (a = [a;---ap)" # 0). (ii) Tee sama
olettaen, ettd 3, = S3,.

Ratkaisu. (i) Lineaarikombinaatio a’B; voidaan kirjoittaa muodossa [a’ 0’ ] B (missa

B = [B] ﬁé]/). Taten lineaarikombinaation a’B; luottamusvili luottamustasolla 1 — o
on (ks. materiaalin sivu 23)

[a' 0] Bitn1+n22p(o¢/2)5\/[a’ 0] [Xél X(:J [ﬂ,

eli

a'By g ymy—2p(a/2)s\/a'X | a,



missd B; = (X;X1) "1 X}Y1 ja edellisen tehtdvan merkinndin

1

1 A A A A N
2 _ _ _ Y. — _ "Ny, —
I Zps(ﬁ) i Zp((yl X1B1)' (Y1 = X1B1) + (Y2 — X28,)' (Y2 — X287))
1 A A
= m(sl(ﬁ1)+52(ﬁz))~

(ii) Merkitdan ¢ = B4, jolloin yhtdlon 3, = B, péatiessda malliyhtdlé on muotoa
_ X1
(2) Y - |:X2:| (b + g,

ja tehtdvand on muodostaa tason 1 — « luottamusvili lineaarikombinaatiolle a’¢. Siis
voidaan kdyttdd suoraan sivun 23 luottamusvilin kaavaa malliin (2), jolloin véliksi saadaan

-
Lll(i) 4 tn1+nzri(‘x/2)s\/“/ <[X,1 XIZ] |:§;:|> a,

eli

0 £ by p(@/2)51/ 0! (X5 X1 + X5X2)a,

missa aiemmin lasketun perusteella ¢ = (X; X7 + X5X>) ' (Xiy, + X5y,) ja

* = (- Bl ) (- o)

1 2\ o 4 _ AN _ ~
= m((lﬁ ~X10)' (Y1 - X19) + (Y2 — X2) (Y2 — X20))
1 - n
= m(&(d)) + 52(9)).

5. Tarkastellaan yhden selittdjan lineaarista regressiomallia Y1,...,Y, 1L, Y; ~ N(f31 +
B2x;,02%). Johda F-testi nollahypoteesille 3, = 0 ja osoita, ettd testisuure voidaan lausua
(tavanomaisin merkinnoin) muodossa

(Vihje: Mallin matriisiesitys ja F-testisuureen yleinen lauseke (ks. monisteen s. 18).
Testisuureen haetun lausekkeen johtamisessa tarvitset myos 2 x 2 matriisin kddnteisma-
triisin laskukaavaa.)

Ratkaisu. Hypoteesi 3, = 0 voidaan lausua muodossa A3 = ¢, kun asetetaan A = [O 1}
ja ¢ = 0. Siis F-testisuureen yleisessd lausekkeessa
(AB—c)'(AX'X)"A") " (AB —¢)

q5* ’

[ =



q = 1ja A3 — c = 3. Harjoituksen 3 tehtévéssa 3 laskettiin, ettd

1 Lyn x2 _%x
XX) = oy [ &L :
(X'X) i1 (x; —x)? [ —x 1 ]

Taten

1 1 yvn 2

A = g o 0 [P T[] = g

ja F-testisuureen lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

_ B3Y(xi —X)?

H
o ~ Fiu-2,

F

missd S2 = (n —2)"1(Y — X3)'(Y — X3). Harjoituksen 2 tehtavissa 4 todettiin, ettd

Yo (xi —X)(yi — )
Yis (=%

Br =

6. Tarkastellaan jakson 3.2 alun tilannetta (s. 19), jossa malliyht&dlé on Y; = 31 + Baxj» +
st ﬁpxip +¢,1=1,---,n,jatestattavahypoteesi H: B = - - - = Bp = 0. Osoita ensin,
ettd SSE = (1 — R%) Y, (y; — 7)?, jossa R? on selitysaste ja SSE on residuaalinelissumma
(ks. s. 10), ja tdiméan perusteella edelleen, ettd F-testisuure edelld mainitulle hypoteesille

voidaan kirjoittaa
F=(n-p)R/(p—1)(1-R?).

Ratkaisu. Muokkaamalla R%:n méaéritelmésts saatua yhtdlod saadaan:

SSE SSE 1
21— =1 — 2 = —_R? = —_ R2 . 7)?
R =1 5 = 5 1-R° = SSE=(1—-R")SST=(1-R )izzl(y, 7).
Koska hypoteesi H : 3, = --- = 3, = 0 voidaan kirjoittaa muodossa [0 Ip_l} B =0,

missd r([0 I,_1]) = p — 1, on F-testisuureen lauseke muotoa

o n—p S(By) — S(B)
r—1  s(B)

Materiaalin sivulla 20 on todettu, etti tarkasteltavassa mallissa S(By) = Y'Y — nY? =
" (Yi —Y)? = SST. Koska S(3) = SSE, saadaan F-tesisuureen lausekkeelle muoto

_ n—pSST—SSE _n—pl1—-%5% n—p R?

p—1  SSE p—1 S$E ~ p-11-RZ

F




7. Oletetaan, etti tavanomaisessa lineaarisessa mallissa Y ~ N, (X3, 21 2) (B €R?, % >
0,7(X) = p) selittdjit ovat ortogonaalisia eli X' X on diagonaalimatriisi. Johda parametrin
f3; PNS-estimaatti, t-testisuure hypoteesille H : ; = 0ja 100(1 — &) %:n luottamusvali
parametrille 3; (= B:n j. komponentti). Miten ndimd muuttuvat, jos mallista poistetaan
joku selittdjista x; (k # )?

Ratkaisu. Kun kirjoitetaan X = [x; --- x|, patee selittidjien ortogonaalisuuden nojalla
X'X = diag [¥jx1 -+ x,%p|. Néin ollen
TIERES
B = (X'X)"'X'y = diag [ﬁ o %} D = ;
KACRNE S

Siis parametrin B yksittdisen komponentin 3; PN S-estimaatti on

. Xy
/3].217

Iaet
XiX;
Kurssimateriaalin sivun 20 nojalla t-testisuure hypoteesille H on muotoa
r— b
SVmii’

missd m// on matriisin (X’X) ! alkio (j, j) eli tdssd tapauksessa m// = 1/ (x;xj). Siis

5 [
T B“/xjx] _ x;-Y H

S o /‘N
S XX

n—prs

missd S2 = (n— p)~ (Y — XB)'(Y — X3). Haettu tason 1 — a luottamusvali on sivulla
23 lasketun perusteella

B+ ta_p(ax/2)sVm,

Xy 1
=t (ef2)s, [
x].x]- x].x]-

Ortogonaalisuuden johdosta yksittdisen komponentin 3; PN S-estimaatin lauseke ei muutu
jos mallista poistetaan joitain selittdjid xx, k # j. Sen sijaan selittdjien poistaminen
muuttaa estimaatin s lauseketta, joten myos t-testisuureen ja tason 1 — o luottamusvalin
lausekkeet muuttuvat. Lisédksi selittdjid poistettaessa t,_p-jakauman vapausaste kasvaa
(koska p pienenee), jolloin luku ¢, ,(«/2) luottamusvélin lausekkeessa pienenee.

eli




