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1. Olkoon oikea (tdysiasteinen) malli Y = X181 + Xa28, + ¢ (¢ ~ Nu(0,0%1,),B; €
RP1, B, € RP2, o > 0). Oletetaan, ettd B estimoidaan kuitenkin kdyttden mallia, josta
X> on jdtetty pois (eli malliyhtdld on Y = X;B8; + €,). Laske ndin saadun f3;:n PNS-
estimaattorin odotusarvo ja selvitd myos sen todenndkoisyysjakauma. Milloin tdma es-
timaattori on harhaton?

Ratkaisu. Malliyht&lo Y = X8, + &, johtaa PNS-estimaattiin §; = (X;'X1) ' X1'y. Ma-
triisi (X;'X;1)"!1X;’ on tayttd riviastetta, joten vastaavalla estimaattorilla 3 on (epasin-
gulaarinen) pi-ulotteinen multinormaalijakauma (ks. materiaalin liitteen osio A.2.4),
jonka parametreja ryhdymme nyt selvittdimadan. Kayttdmadlld odotusarvon lineaarisu-
utta, saadaan laskettua

E(B) = (X1'X1) ' X/E(Y) = (X4'X1) 7' X1 (X181 + X28,)
= (X/X1) 7' X' X181 + (X' X0) X Xo By = By + (Xi'Xn) 1 X X0 8o

Nahdaéan, ettd
E(B)) =B — (Xi'X1) ' Xi'X2B, =0 < X{'X»3, = 0.

Estimaattorin [3; harhattomuus tarkoittaa, ettd yllioleva pitee kaikilla B; € R1, B, €
RP2, ja tdma toteutuu tdsmailleen silloin, kun matriisin X; sarakkeet ovat kohtisuorassa
matriisin X, sarakkeita vastaan. Lopuksi lasketaan 3;:n kovarianssimatriisi:

COU(Bl) = (Xl/Xl)ileCOU(Y)((Xl/Xl)ilel)/ = (Xlle)71X1/COU(Y)X1(X1/X1)71
= (X1'X1) 71X 0L X1 (X' Xq) 7! = oA (X' Xq) T IX Xq (X' X)) 7 = o2 (X X)L

2. (Jatkoa harjoituksen 2 tehtdvélle 2) (i) Johda tehtdvan varianssianalyysimallissa parame-
trien p, ...,y PNS-estimaattien lausekkeet normaaliyhtdldiden ratkaisukaavaa kéyt-
tden. (ii) Johda PNS-estimaattorien odotusarvot, varianssit ja kovarianssit (eli odotusar-
vovektori ja kovarianssimatriisi) ja osoita, ettd PNS-estimaattori ft = [f; - - - f1,]' noudat-
taa multinormaalijakaumaa.

Ratkaisu. (i) Harjoituksen 2 tehtdvassd 2 todettiin, ettd mallin matriisiesityksessd ¥ =
XB+ ¢ 0on

1, 0 0 --- 0
0 1,, 0 --- 0
X =
0 0 0 1,



PN S-estimaattien maarittamiseksi lasketaan

1,1, 0 - 0
X'X = : =diag[m --- np
0 e 01 1,

np

Diagonaalimatriisin kddnteismatriisi saadaan kun korvataan diagonaalilla olevat alkiot
kadnteisluvuillaan. Toisin sanoen (X'X)~! = diag [1/n1 -+ 1/n,]. Huomataan, ettd
PN S-estimaatin fi kukin komponentti on vastaavan havainto-osion otoskeskiarvo:

1
o= (X'X) "Xy = : : :
1

o --- 0 W 0o --- 0 1;1;; Y,

1 _ _

ny 0 0 niyi |:y1
B I

0 0 51 Loy Yp

Tdssd y; tarkoittaa osavektoria y; = [yi1  ---  Vin,| ja 7; tdstd osavektorista muodostet-

tua otoskeskiarvoa.

(ii) Koska r((X'X)"1X’) = r(X’) = p, noudattaa estimaattori fi multinormaalijakau-
tuneen satunnaisvektorin Y tdyttd riviastetta olevana lineaarimuunnoksena multinor-
maalijakaumaa. Jakauman parametrit lasketaan seuraavasti:

Yl EYl n% Z?Ll EYli 15
E(f) =E(X'X)7'X'Y)=E|:| =] | = =|:

Y, EY, ,}p z”*’ EY,; ™

Cov(ft) = Cov((X'X)71X'Y) = (X'X)"1X'Cov(Y)X(X'X) ! = 0c?(X'X) !
. 1 1
= o°diag {,71 e Tp} .

3. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia
Y, =X,B;+¢€, &~ Nn,.(O,UZIn,.), g1 1L &, B; €RP, 0?2 >0, r(X;)=pi=1,2.

Muodosta néistd matriiseja kdyttden yksi malli ja esitd parametrin B = [3] B3]’ PNS-
estimaattorin lauseke. Mikd on saadun PNS-estimaattorin jakauma? Aputulos: Olkoon
A ja B epéasingulaarisia neliomatriiseja. Talloin

(55) =(% )



Ratkaisu. Halutunlainen malli saadaan muodostettua, kun kootaan osavektorit ¥; yhdeksi
vektoriksi asettamalla vektorit “pédallekkain”:

il vt LR PR W R e T
= = = +
[Yz] [Xzﬁz + & B+ Bt & 0 X2 B &
Tissd pétee [¢]  €5]" ~ Nyyiny(0,02L,, 1 n,). Normaaliyhtilsiden ratkaisukaavaa kiyt-
tden saadaan laskettua

- (05 21T 2l) P 2l

(5 RJ [0 R]) =P el [
0 Xz X5Y 0 X5X» X5Y,
[(X/ 1X1)” ] {Xﬁyl] _ {(X’lxl)lx’lyl} .
0 (XZXZ) X5Y, (X5X2)"1X5Y,
Lauseen 2.1 perusteella estimaattorilla B on (2p-ulotteinen) multinormaalijakauma odotusar-
vovektorina 3 ja kovarianssimatriisina

Uz<[);1 ;2]’[;31 §2D-1:02 {(xaﬁéo—l sl

4. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

N(u1,02), kuni=1,...,m

(u1,u2 € R,0% > 0,n1,np > 1). Estimoi parametrit 1y ja gy ehdolla py = pp kdyttden
monisteessa (s. 16) esitettya rajoitetun PNS-estimaattorin kaavaa (2.8).

Ratkaisu. Ehto py = pp voidaan kirjoittaa muodossa A [ul uQ]/ = ¢, kun valitaan
A =[1 —1]jac = 0. Talldin A on tietenkin tdyttd riviastetta. Tarkasteltava malli

on erikoistapaus tehtdvan 2 mallista. Sielld lasketusta tiedetddn jo, ettd fi = [g1 ?z]/
ja (X'X)™! = diag [1/n1 1/ny]. Materiaalin kaavaa (2.8) kéyttien voidaan nyt laskea
rajoitetun mallin PN S-estimaatti:

A

i = — (X'X)TAN(AX'X) AN (AR <)

T ) (e s 1) o ol
-1 ) w2 (] [0 )

(n11 + nay1)12 = 71a.

|
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5. Jatkoa edelliselle. Mikd on parametrin o harhaton estimaattori ja sen jakauma, kun
parametrien (1 ja pp oletetaan toteuttavan rajoite 1y = pp? Entd mikd on 02:n harhaton
estimaattori ja sen jakauma, kun p; ja y, ovat vapaasti vaihtelevia parametreja?

Ratkaisu. Lineaarisessa mallissa Y = XB + ¢, ¢ ~ N(0,021,), parametrin o> harhaton
esimaattori on

n .-

1 .
ge= 64,

n—p h—p

missd p on matriisin X aste ja SU-estimaattori 67 toteuttaa n62/0? ~ X%—p (ks. mate-

§* =

riaalin lause 2.1 ja sitd seuraava keskustelu). Taten harhaton estimaattori S* on muotoa
S? = (0%/(n—p))Z, missd Z ~ x%,p. Palautetaan mieleen todenndkdoisyyslaskennasta,
ettd jakauma x2 on sama kuin gammajakauma Gam(v/2,1/2). Lisdksi gammajakau-
malla on ominaisuus

A
V ~ Gam(a,A), ¢ >0 = cV ~ Gam(«, ;)

Téamédn ominaisuuden nédkee esim. tarkastelemalla satunnaismuuttujan cV tiheysfunk-
tiota (joka voidaan johtaa todennikoisyyslaskennasta tutun muuntokaavan avulla). Yhdis-
tamalla nama tiedot ndhdéaan siis, etta

2 n—pn—p
S Gam< > 202).

Kun rajoite 111 = o sijoitetaan suoraan malliyhtdloon, paadytddn riippumattoman nor-
maaliotoksen malliin

_ 1711 0 H _
vl O] e nure

Téssd siis p = 1, joten edellisen tehtdvan nojalla

S2 1

Edelld todetun perusteella on lisiksi S?> ~ Gam((n —1)/2, (n—1)/20?). Tehtavassa 2

todetusta ndhdién, ettd rajoittamattomassa mallissa on voimassa it = [71 2] ' Koska
rajoittamattomassa mallissa p = 2, saadaan harhattomalle 0:n estimaattorille muoto

Tt C P 1) N G AT 1)

1

Zn_z[Yl—Yl o Y =Y Y-V, oo Y, Y]
-1 - Y=Y Y -Yy - Yn_YZ],
1 'S v 2 - )2
== YYi—-1)P+ ) (Yi-Y)? .
i=1 i=m+1

Téssd mallissa S? ~ Gam((n —2)/2, (n—2)/202).



