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1. Olkoon oikea (täysiasteinen) malli Y = X1β1 + X2β2 + ε (ε ∼ Nn(0,σ2 In),β1 ∈
Rp1 ,β2 ∈ Rp2 ,σ2 > 0). Oletetaan, että β1 estimoidaan kuitenkin käyttäen mallia, josta
X2 on jätetty pois (eli malliyhtälö on Y = X1β1 + ε∗). Laske näin saadun β1:n PNS-
estimaattorin odotusarvo ja selvitä myös sen todennäköisyysjakauma. Milloin tämä es-
timaattori on harhaton?

Ratkaisu. Malliyhtälö Y = X1β1 +ε∗ johtaa PNS-estimaattiin β̂1 = (X1
′X1)−1X1

′y. Ma-
triisi (X1

′X1)−1X1
′ on täyttä riviastetta, joten vastaavalla estimaattorilla β̂ on (epäsin-

gulaarinen) p1-ulotteinen multinormaalijakauma (ks. materiaalin liitteen osio A.2.4),
jonka parametreja ryhdymme nyt selvittämään. Käyttämällä odotusarvon lineaarisu-
utta, saadaan laskettua

E(β̂1) = (X1
′X1)

−1X1
′E(Y) = (X1

′X1)
−1X1

′(X1β1 + X2β2)

= (X1
′X1)

−1X1
′X1β1 + (X1

′X1)
−1X1

′X2β2 = β1 + (X1
′X1)

−1X1
′X2β2.

Nähdään, että

E(β̂1) = β1 ⇐⇒ (X1
′X1)

−1X1
′X2β2 = 0 ⇐⇒ X1

′X2β2 = 0.

Estimaattorin β̂1 harhattomuus tarkoittaa, että ylläoleva pätee kaikilla β1 ∈ Rp1 , β2 ∈
Rp2 , ja tämä toteutuu täsmälleen silloin, kun matriisin X1 sarakkeet ovat kohtisuorassa
matriisin X2 sarakkeita vastaan. Lopuksi lasketaan β̂1:n kovarianssimatriisi:

Cov(β̂1) = (X1
′X1)

−1X1
′Cov(Y)((X1

′X1)
−1X1

′)′ = (X1
′X1)

−1X1
′Cov(Y)X1(X1

′X1)
−1

= (X1
′X1)

−1X1
′σ2 InX1(X1

′X1)
−1 = σ2(X1

′X1)
−1X1

′X1(X1
′X1)

−1 = σ2(X1
′X1)

−1.

2. (Jatkoa harjoituksen 2 tehtävälle 2) (i) Johda tehtävän varianssianalyysimallissa parame-
trien µ1, . . . ,µp PNS-estimaattien lausekkeet normaaliyhtälöiden ratkaisukaavaa käyt-
täen. (ii) Johda PNS-estimaattorien odotusarvot, varianssit ja kovarianssit (eli odotusar-
vovektori ja kovarianssimatriisi) ja osoita, että PNS-estimaattori µ̂ = [µ̂1 · · · µ̂p]′ noudat-
taa multinormaalijakaumaa.

Ratkaisu. (i) Harjoituksen 2 tehtävässä 2 todettiin, että mallin matriisiesityksessä Y =
Xβ+ε, on

X =


1n1 0 0 · · · 0
0 1n2 0 · · · 0

...
0 0 · · · 0 1np


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PNS-estimaattien määrittämiseksi lasketaan

X ′X =

1′n1
1n1 0 · · · 0

...
0 · · · 0 1′np

1np

 = diag
[
n1 · · · np

]
Diagonaalimatriisin käänteismatriisi saadaan, kun korvataan diagonaalilla olevat alkiot
käänteisluvuillaan. Toisin sanoen (X ′X)−1 = diag

[
1/n1 · · · 1/np

]
. Huomataan, että

PNS-estimaatin µ̂ kukin komponentti on vastaavan havainto-osion otoskeskiarvo:

µ̂ = (X ′X)−1X ′y =


1

n1
0 · · · 0
...

0 · · · 0 1
np


1′n1

0 · · · 0
...

0 · · · 0 1′np


y1

...
yp



=


1

n1
0 · · · 0
...

0 · · · 0 1
np


n1 ȳ1

...
np ȳp

 =

 ȳ1
...

ȳp

 .

Tässä yi tarkoittaa osavektoria yi =
[
yi1 · · · yini

]
ja ȳi tästä osavektorista muodostet-

tua otoskeskiarvoa.
(ii) Koska r((X ′X)−1X ′) = r(X ′) = p, noudattaa estimaattori µ̂ multinormaalijakau-
tuneen satunnaisvektorin Y täyttä riviastetta olevana lineaarimuunnoksena multinor-
maalijakaumaa. Jakauman parametrit lasketaan seuraavasti:

E(µ̂) = E((X ′X)−1X ′Y) = E

Ȳ1
...

Ȳp

 =

EȲ1
...

EȲp

 =


1

n1
∑

n1
i=1 EY1i

...
1

np
∑

np
i=1 EYpi

 =

µ1
...
µp

 ,

Cov(µ̂) = Cov((X ′X)−1X ′Y) = (X ′X)−1X ′Cov(Y)X(X ′X)−1 = σ2(X ′X)−1

= σ2diag
[

1
n1
· · · 1

np

]
.

3. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Y i = X iβi +εi, εi ∼ Nni(0,σ2 Ini), ε1 ⊥⊥ ε2, βi ∈ Rp, σ2 > 0, r(X i) = p, i = 1, 2.

Muodosta näistä matriiseja käyttäen yksi malli ja esitä parametrin β = [β′1 β
′
2]
′ PNS-

estimaattorin lauseke. Mikä on saadun PNS-estimaattorin jakauma? Aputulos: Olkoon
A ja B epäsingulaarisia neliömatriiseja. Tällöin(

A 0
0 B

)−1

=

(
A−1 0

0 B−1

)
.
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Ratkaisu. Halutunlainen malli saadaan muodostettua, kun kootaan osavektorit Y i yhdeksi
vektoriksi asettamalla vektorit ”päällekkäin”:[

Y1
Y2

]
=

[
X1β1 +ε1
X2β2 +ε2

]
=

[
X1
0

]
β1 +

[
0

X2

]
β2 +

[
ε1
ε2

]
=

[
X1 0
0 X2

] [
β1
β2

]
+

[
ε1
ε2

]
Tässä pätee

[
ε′1 ε′2

]′ ∼ Nn1+n2(0,σ2 In1+n2). Normaaliyhtälöiden ratkaisukaavaa käyt-
täen saadaan laskettua

β̂ =

([
X1 0
0 X2

]′ [X1 0
0 X2

])−1 [
X1 0
0 X2

]′ [Y1
Y2

]

=

([
X ′1 0
0 X ′2

] [
X1 0
0 X2

])−1 [X ′1Y1
X ′2Y2

]
=

[
X ′1X1 0

0 X ′2X2

]−1 [X ′1Y1
X ′2Y2

]
=

[
(X ′1X1)

−1 0
0 (X ′2X2)

−1

] [
X ′1Y1
X ′2Y2

]
=

[
(X ′1X1)

−1X ′1Y1
(X ′2X2)

−1X ′2Y2

]
.

Lauseen 2.1 perusteella estimaattorilla β̂ on (2p-ulotteinen) multinormaalijakauma odotusar-
vovektorina β ja kovarianssimatriisina

σ2

([
X1 0
0 X2

]′ [X1 0
0 X2

])−1

= σ2
[
(X ′1X1)

−1 0
0 (X ′2X2)

−1

]
.

4. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

Y1, . . . , Yn ⊥⊥, Yi ∼
{

N(µ1,σ2), kun i = 1, . . . , n1
N(µ2,σ2), kun i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 = n

(µ1,µ2 ∈ R,σ2 > 0, n1, n2 > 1). Estimoi parametrit µ1 ja µ2 ehdolla µ1 = µ2 käyttäen
monisteessa (s. 16) esitettyä rajoitetun PNS-estimaattorin kaavaa (2.8).

Ratkaisu. Ehto µ1 = µ2 voidaan kirjoittaa muodossa A
[
µ1 µ2

]′
= c, kun valitaan

A =
[
1 −1

]
ja c = 0. Tällöin A on tietenkin täyttä riviastetta. Tarkasteltava malli

on erikoistapaus tehtävän 2 mallista. Siellä lasketusta tiedetään jo, että µ̂ =
[
ȳ1 ȳ2

]′
ja (X ′X)−1 = diag

[
1/n1 1/n2

]
. Materiaalin kaavaa (2.8) käyttäen voidaan nyt laskea

rajoitetun mallin PNS-estimaatti:

µ̂H = µ̂ − (X ′X)−1 A′(A(X ′X)−1 A′)−1(Aµ̂ − c)

=

[
ȳ1
ȳ2

]
−
[

1
n1

0
0 1

n2

] [
1
−1

]([
1 −1

] [ 1
n1

0
0 1

n2

] [
1
−1

])−1 [
1 −1

] [ȳ1
ȳ2

]

=

[
ȳ1
ȳ2

]
−
[

1
n1

− 1
n2

](
1
n1

+
1
n2

)−1

(ȳ1 − ȳ2) =
1
n

([
nȳ1
nȳ2

]
−
[

n2(ȳ1 − ȳ2)
−n1(ȳ1 − ȳ2)

])
=

1
n
(n1 ȳ1 + n2 ȳ1)12 = ȳ12.
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5. Jatkoa edelliselle. Mikä on parametrin σ2 harhaton estimaattori ja sen jakauma, kun
parametrien µ1 ja µ2 oletetaan toteuttavan rajoite µ1 = µ2? Entä mikä on σ2:n harhaton
estimaattori ja sen jakauma, kun µ1 ja µ2 ovat vapaasti vaihtelevia parametreja?

Ratkaisu. Lineaarisessa mallissa Y = Xβ + ε, ε ∼ N(0,σ2 In), parametrin σ2 harhaton
esimaattori on

S2 =
1

n− p
ε̂′ε̂ =

n
n− p

σ̂2,

missä p on matriisin X aste ja SU-estimaattori σ̂2 toteuttaa nσ̂2/σ2 ∼ χ2
n−p (ks. mate-

riaalin lause 2.1 ja sitä seuraava keskustelu). Täten harhaton estimaattori S2 on muotoa
S2 = (σ2/(n− p))Z, missä Z ∼ χ2

n−p. Palautetaan mieleen todennäköisyyslaskennasta,
että jakauma χ2

ν on sama kuin gammajakauma Gam(ν/2, 1/2). Lisäksi gammajakau-
malla on ominaisuus

V ∼ Gam(α, λ), c > 0 =⇒ cV ∼ Gam(α,
λ

c
)

Tämän ominaisuuden näkee esim. tarkastelemalla satunnaismuuttujan cV tiheysfunk-
tiota (joka voidaan johtaa todennäköisyyslaskennasta tutun muuntokaavan avulla). Yhdis-
tämällä nämä tiedot nähdään siis, että

S2 ∼ Gam
(

n− p
2

,
n− p
2σ2

)
.

Kun rajoite µ1 = µ2 sijoitetaan suoraan malliyhtälöön, päädytään riippumattoman nor-
maaliotoksen malliin

Y =

[
1n1 0
0 1n2

] [
µ

µ

]
+ε = 1nµ +ε.

Tässä siis p = 1, joten edellisen tehtävän nojalla

S2 =
1

n− 1
(Y − 1nµ̂)

′(Y − 1nµ̂) =
1

n− 1
(Y − 1nȲ)′(Y − 1nȲ) =

1
n− 1

n

∑
i=1

(Yi − Ȳ)2.

Edellä todetun perusteella on lisäksi S2 ∼ Gam((n− 1)/2, (n− 1)/2σ2). Tehtävässä 2
todetusta nähdään, että rajoittamattomassa mallissa on voimassa µ̂ =

[
ȳ1 ȳ2

]′. Koska
rajoittamattomassa mallissa p = 2, saadaan harhattomalle σ2:n estimaattorille muoto

S2 =
1

n− 2

(
Y −

[
1n1 0
0 1n2

] [
Ȳ1
Ȳ2

])′ (
Y −

[
1n1 0
0 1n2

] [
Ȳ1
Ȳ2

])
=

1
n− 2

[
Y1 − Ȳ1 · · · Yn1 − Ȳ1 Yn1+1 − Ȳ2 · · · Yn − Ȳ2

]
·
[
Y1 − Ȳ1 · · · Yn1 − Ȳ1 Yn1+1 − Ȳ2 · · · Yn − Ȳ2

]′
=

1
n− 2

(
n1

∑
i=1

(Yi − Ȳ1)
2 +

n

∑
i=n1+1

(Yi − Ȳ2)
2

)
.

Tässä mallissa S2 ∼ Gam((n− 2)/2, (n− 2)/2σ2).
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