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1. Tarkasteltavassa yhtdlossd x; on (n X p)-matriisin X (p x 1)-dimensioinen i. rivivek-
tori x; = [xil e xip]/. Vektori  on tavalliseen tapaan dimensiota (p x 1), joten tulo
x!3 on skalaari. Vektori X'y on (p x n)-matriisin ja (1 x 1)-vektorin tulona dimensiota
(p x 1). Edelleen X'X on (p x p)-matriisi, mistd johtuen myos tulo X' X3 on dimensiota
p % 1. Haivaitaan siis, ettd yhtdlon molemmilla puolilla esiintyy (p x 1)-vektori.
Vektorin Y'I' ; x;(y; — x;B) komponentit ndhdéan, kun kirjoitetaan

. E . [xin(yi —xiB) Yi xin (yi — xiB)

Y xi(yi—xiB) =) | | (vi—xiB) =) E = :

i=1 i=1 i=1

Xip Xip(vi — xiB) Yis1 Xip(yi — xiB)

Vektorin X'y — X' X3 komponentit saadaan selville esim. seuraavasti:

' X *
Xy-XXp=X'(y-XB)= | : | (y—|:|B) =[x - x=](y—| i |)
X, X 0
a1 - xm] [y — B Y xi (vi — xiB)
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Nama ovat samat kuin yll4 lasketut vektorin Y ; x;(y; — x/8) komponentit.

2. Tarkasteltava malli voidaan lausua matriisimuodossa
X1
Y=|:]|B+e
Xn
~——
=X

Missd Y ja e ovat dimensiota (1 x 1), ja € «~ N(0,0%I,). Taten PN S-estimaattorille 3
pitee

X1 Yl " -1 "
B=(XX) XY= ([ - %] | x| =(Zx?> Y. Y,
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3. Tarkasteltavalla mallilla on matriisimuoto

Y=[1, x|B+e
=X

missd x = [x1 -+ Xy ', Harjoituksen 2 Tehtédvéssa 4 laskettiin, ettd

X’X:{n nx ]

nx Ll

Tunnetusta (2 x 2)-matriisin kddntokaavasta seuraa, ettd

n 2 Ed n 2 g
(X'X)"! = 1 [ i=1%i —nx] — 1 [ i=1%i —nx] ‘
ny! x? —n2x? | —nx n ny®  (xj—x)> | —nx n

Téaten Lauseen 2.1 kohdan (i) perusteella
Var(B1) COU(BLﬁAz)} 5 2 (vl —1 o2 [ nox? —nx]
5 A A =Cov(B) =0 (X'X) = i=1"i
[Cov(ﬁl,ﬁz) Var(p2) (B) = " (X'X) nyil (xi—x)2 | —nx n

Ylléolevasta nahdaan heti, ettd Var(B2) = o?/(X"(x; — ¥)?). Termin Var(j3; + f3,%)
maarittdmiseksi lasketaan ensin, etta

2 n n
1 7] [ Z::l;l :x} B] = [Y,x? —nx* —nx+nx| [ﬂ =Y 27 —nx®* =Y (x; — %)%
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Kun Z on mika hyvéansa satunnaisvektori ja A dimensioltaan sopiva vakiomatriisi, niin
Cov(AZ) = ACov(Z)A'. Sovelletaan tita tietoa:

Var(B1 + B2x) = Cov(B1 + B2x) = Cov([1 x| B) = [1 x| Cov(B) [ﬂ

= o [« —nx] (1] _ o2 o

e [ —nT  n } [x]‘nz;g(xi—xf L=
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=

Lauseke Var(j32) minimoituu, kun Y, (x; — ¥)? maksimoituu. Kun 7 on parillinen, tun-
tuu ilmeiseltd ettd summa Y ;(x; — ¥)? maksimoituu, kun tasan puolet selittsjistd x;
saavat arvokseen vilin vasemman péédtepisteen c, ja loput oikean paatepisteen d jolloin
otoskeskiarvo X on vilin keskipiste (¢ + d)/2 ja kaikki selittdjat x; ovat yhtd kaukana
otoskeskiarvosta. Téllainen selittdvien muuttujien arvojen valinta ei taatusti ole yleensa
jarkevad, silld jos malli muodostetaan kdyttden vain kahta eri selittdvian muuttujan ar-
voa, muodostuu riskiksi ettd aineiston generoinut todellinen parametri tulee estimoitua
vaarin.



Ylimiiiriinen tarkastelu. Perustellaan funktion f(x) = Y!",(x; — X)*> maksimi joukossa
[c,d]" hieman tarkemmin. Ndisséd tarkasteluissa tarvitaan joitain (esim.) vektoriana-
lyysin kurssin tietoja. Ei ole vaikeaa osoittaa, ettd funktion f ainoat kriittiset pisteet
(eli gradientin V f nollakohdat) ovat muotoa x1,, missd x € R. Naissd pisteissd x on
f(x) = 0,joten kyseessd on minimi. Siten maksimi 16ytyy joukon [c, d]" reunalta, tarkoit-
taen ettd maksimipisteen jokin koordinaatti on joukossa {c,d}. Voidaan (tilanteen sym-
metrisyyden nojalla) olettaa, ettd esim. ensimméinen komponentti x; € {c,d}, jolloin
tehtaviksi tulee maksimoida funktio f(t,xy,...,x,) joukossa [c,d]" !, missd t € {c,d}.
Mutta my0s tdimdn funktion ainoat kriittiset pisteet on helppo ndhdd minimeiksi, ja
edelld oleva péattely voidaan toistaa. Jatkamalla ndin ndhdéén lopulta, ettd f:n maksimi
on joukossa {c,d}". Olkoon x € {c,d}" ja olkoon k € {1,...,n} niiden x:n komponent-
tien x; lukumaarg, joille x; = c. Siis

f@) =Y 2P =k + (n— K — (ke + (n — k)d)?
i=1 n

Siis fn lauseke tallaisissa pisteissd x riippuu vain luvusta k ja titen riittdd maksimoida
ylldoleva lauseke k:n suhteen. Merkitddn ko. lauseketta symbolilla ¢ (k). Suoraviivaisten
derivointien jilkeen on helppo todeta, ettd ¢'(k) = 0 <= k = n/2. Tama todella
maksimoi ¢:n, silld patee ¢”(n/2) < 0.

4. Otetaan ensin kdyttoon seuraavat merkinnat:

Yi=[Y; - Ynl]/ x1 =[x - xnl]/ B = [B1 /32]/ e1=[e1 - €n1]/

YZ:[Y,“H Yn]/ x2=[xn1+1 Xn}/ ﬁzz[ﬁa 54}/ 62:[€n1+1 Gn}/,

missé €1,...,€, «~ N(0,0%) L. Niiden merkintdjen avulla saadaan (satunnaismuuttu-
jien Y; jakaumaoletukset huomioon ottaen) kaksi matriisimuotoista lineaarista mallia:

Y1 B1+ Bax1 + €1
MY =1|:|= : = Bily + Box1+ €1 = [1,, x1] B+ €1
| Yo, B1+ Baxn, + €n, T
(Yo, 41 B3 + BaXp, 41 + €ny 41
) Y2 = : = : = Bsly, + Baxz+ € = (14, x2| Br+ €
| Yo, B3+ Baxn + €n .

Nama mallit ovat erikoistapauksia harjoituksen 2 tehtdvassa 4 tarkastellusta yhden selit-
tdjan regressiomallista. Merkitadn mallin (1) PN S-estimaattia symbolilla Bl = [} A}
ja mallin (2) PN S-estimaattia symbolilla B = (32 j33]. Nyt harjoituksen 2 tehtivéin 4



nojalla

~1 / —1y yl_ﬁ%
B = (X1X1)" X1y = | ¥ (7)) | -
L X ()2
. [ B
B = (X3X2) ' Xoy, = | X )i |
}7:”1_*_1(36,'772)2

missd on merkitty X1 = (1/n1) ¥, x;, % = (1/n2) YL, 1 Xijavastaavasti y-muuttujille.

a) Nyt
Ty X8y + X, 0
S R 1| _ 1P1 T €1 _ 1
Y=l 7 [Yz} B [X2/32+€2] - [0 XZ] Fre
Yn T

missi = [B1 B2 Bs Bi] jaew N(0,02L,).

b) Kohdan a) perusteella
x, o'[x: o1\ [x1 o]
P> ! —1y,, 1 1 1
B =XX) Xy_({o XJ [0 XZD {0 ij

(5 w05 wl) ] =% <l (]
= [T el ] ayl]zrxaxlrlx’lyl}_[fsl]

0 (X2X2) 7' [Xoy,|  [(X0X2) " X0y, ] |

Aluksi mainitun nojalla PN S-estimaatit voidaan siis lausua komponenttimuodossa

/31 = ?1 - ﬁ2

5 Xl (xi—x)(yi—7,)
P2 ol (xi—%1)2

/33 - ?2 - /34

A i, 1 (xi—%2) (vi—7,)
ﬁ4 - Z?:Ill+1 (xi_EZ)z

Ve

c) Ehto 3, = P4 merkitsee, ettd tyovuosien mdarilla olisi keskimdarin sama vaikutus
ladkdrien kuukausipalkkaan niin naisilla kuin miehilla.



5. a) Tarkasteltava malli on muotoa

Y; = B1+ Boxip + B3xiz + €,

missd i = 1,...,6. Selittdvien muuttujien arvot saadaan luettua annetusta taulukosta;
mallin matriisiesityksessd Y = X3 + € matriisiksi X muodostuu

Edelleen

X'X=X=

OO =
O =
O =
—_

Maidiritetadn seuraavaksi matriisin X’ X kaidnteismatriisi.
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Taman voi tehdd muokkaa-

malla matriisia [X'X|I3] alkeisrivioperaatioilla niin, ettd lopulta paadytdan tilanteeseen
[I3|A], jolloin matriisi A on X'X:n kddnteismatriisi.
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Alkeisrivioperaatiot:

(1) Rivista 1 vahennetdan rivi 3
(2) Rivistd 3 vahennetdan rivi 1
(3) Rivistd 2 vahennet&dan rivi 1
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(4) Rivi 2 kerrotaan skalaarilla 1/2

(5) Rivistd 3 vahennetdan rivi 2

(6) Rivi kolme kerrotaan skalaarilla 1/2
(7) Rivista 2 vahennetddn rivi 3

(8) Rivistd 1 vihennetdan rivi 3

(9) Rivi 1 kerrotaan skalaarilla 3

Siis
1[5 -3 -3
(xX'xX)'=—-1-3 9 -3,
-3 -3 9

ja voidaan laskea

1[5 2 5 -1 2 -1
(X’X)—lxzﬁ -3 6 -3 3 -6 3
-3 6 -3 3 6 3

b) Vektorin y komponentit ndhddan taulukon hapenkulutus-sarakkeesta, ja voidaan siten
a)-kohtaa hyodyntden laskea

e
31 L[5 2 05 -1 2 -1 ;LZ L [576 48
B2 =B=(X’X)*1Xy=E -3 6 3 3 —6 3| || =212/ =|-1].
B3 3 -6 -3 3 6 3 48 4
50
145 |
Edelleen
1 0 0] r48] r487 441 [ 47
11 0] e 47 47 45 2
. 1100 48 . 48 54 —6
XB=111 1 Ll] 51 = XB=¥= 51| " |s9]| = | _s
101 52 52 50 2
11 1) 51] 51|  [45] |6

Siis voidaan laskea varianssin 02 SU-estimaatti 6> = (1/6)(X —y) (X3 —y) = 160/6 ~
26,7.

¢) Kerroin 3, ilmaisee hapenkulutuksen keskimaaraisen eron alle 45-vuotiailla vahintdan
45-vuotiaisiin ndhden sukupuolen pysyessa vakiona. Kerroin 33 ilmaisee hapenkulutuk-
sen keskimdardisen eron miehilld naisiin ndhden ikidluokan pysyessd vakiona.



