Lineaariset mallit, kevit 2014
Ratkaisut 2
Juho Leppinen

1. Palautetaan mieleen, etti y = § + &, missa sovite § = Xf3. Kun kirjoitetaan § = y — &
ja sijoitetaan tdma lausekkeeseen ) §j ensimmadisen fj:n paikalle, saadaan

Al A Al A

Yi=y—-8&9=UY-&g=yi+&9=yXB+&79.

Koska mallin sovite ja residuaali ovat ortogonaaliset (ks. materiaalin sivu 9) eli & = 0,
seuraa tehtdvan ensimmainen vdite.

Siirrytddn tarkastelemaan mallia, jossa on vakio, jolloin matriisin X ensimmdinen
sarake on ykkosvektori 1,,. Matriisin X i. saraketta on seuraavassa merkitty symbolilla
xj, kuni € {1,...,p}. Toisen viitteen todistamiseksi muistetaan, ettd PN S-estimaatille

B pitee
*) X'XB=Xy.

Tarkastellaan tdssd ensimmadistd yhtdlod. Matriisin X’ ensimmaéinen rivi on matriisin X
ensimmdisen sarakkeen transpoosi eli x; = 1;,. Tdten tulomatriisin X’X ensimmaéinen
rivi on

(xix1 - x| = [0, Uxo - Lxp| =[n nX - nXp)
Siis nahdaan, ettd vektorin X’'X 3 ensimmainen komponentti on
B1
n nx, - nx,] | 1| =nB14+nxpr+...+nx,pB,.
By
Yhtdlon (*) nojalla tdmé on sama kuin vektorin X’y ensimméinen komponentti, mika
puolestaan on 1,y = ny. Toinen viite seuraa.

2. Olkoot €11,---,€1ny, €21, -, €2y, -+, €pl, -+, Epp, N(O,O‘Z) 1. Talloin Y]'i = ‘LL]’—i—

eji,kunje {1,...,p}jai € {1,...;nj}. Kuni € {1,...,p}, merkitidn¥; = [Yn --- Y]’
ja vastaavasti €; = [eﬂ e €in,] . Talloin kaikillai € {1,..., p} pétee
Y; Wi + €
Y, = = = pily, + €,
Yin, Hi + Ein,



ja edelleen

1., 0 1, 0 0 0
Yy il + €1 0 : 0 1, 0 --- 0
Y = = =l X —|—+[.Lp 0 +e= . u+e€,
Y, pls, + €p 0 1, 0 0 0 1,
=X
missi € = [e1 -+ €] "jau = [ - ) ', Matriisin X sarakkeet ovat lineaarisesti

riippumattomat, joten r(X) = p. Toisin sanoen matriiisi X on tdyttd sarakeastetta.

3. Suoraviivaisella laskulla ndhdéaan, etta

(=1 =Y i~ =YL -y +7) =Y i 27 Y vi +n7’
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Toisen yhtdlon ndkemiseksi muokataan tdssa esiintyvad viimeistd lauseketta, pitden mielessd,
ettd y'1, = (y'1,)' = 1,y = ny. Huomaa myds, ettd 1/n = (1),1,) L.

YR =gy 0P =y L)) = ¥y - (1) (1) (1)
=y (L — 1(1,1,) ')y = y' (I — ))y.
Mille hyvinsa kidntyville matriisille A patee (A=)’ = (A") ™" (koska A/(A~1) = (A1A) =
I, = (AA™Y) = (A"1) A"). Titen
J'= (L(11,) 1) = (1) (1,1) 7)1 = 1u((11,)) 711, = 1u(11,) 1, =
eli ] on symmetrinen. Lisdksi J on idempotentti:

]2 = (1n (1;1n)711;)(111(1;1111)711;1) = 1n(1;11n)71 (1;1111)(1;111)71 1:1 = 111(11,1111)711;1 =]

=I,

4. Materiaalin sivulla 8 esiteltyjen normaaliyhtdldiden mukaan on siis X'X = X'y. Nyt
/

tarkasteltavassa mallissa matriisi X on muotoa X = [1, x|, missdax = [x; --- x,].
Siis:

/ _ 141 [31 o 1;111 1;/175 ﬁl | n nx /31 . 1’1[314-1’1}[)’2 .
o= [ oo 5] = [ ] (8] = L wel (o) = Lsnt s 2 )
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()., [yl [ ny
xy=[3v= 10 = el

Normaaliyhtdlot voidaan siis esittdd komponenttimuodossa

1) B1+XB2 =
(2) nxpr+ Y 7B =Y xiy;
i=1 i=1

Kun yhtilostad (1) ratkaistaan 31 = ¥ — X3, ja sijoitetaan tdima yht&dloon (2), saadaan

n n 1 <
nx(y—xB2) + Y. x7Bo =Y xiyi = (Y xf —nx?)Bo+nxy =) xiy;
i=1 i=1 i=1

i=1

anl xl-y,- — Ylf?
= P = l n 2 72
i1 Xi —nXx
Tehtdvan 3 perusteella Y | x? — nx*> = Y (x; — X)?, joten ylla nimitt4ja on haluttua
muotoa. Muokataan osoittajaa:
n n n n
Z XiYi —nXy =Y Xiyi— Y %y — Y yiX+nxy =) (xiyi — %y — yiXx +X9)
i=1 i=1 i=1 i=1
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Koska PN S-estimaatit 3; ja 3, saadaan normaaliyhtéloiden ratkaisuina, on ylld todetun
perusteella voimassa

/3\2 _ Zizl(:fi _y)(yi _y) .

(v —x)
Pr=7-%p
Vektoreiden x ja y korrelaatiokerroin on
i1 (i yi—Y) Zn (i — %) (xi — y)

\/Zzlxl_x \/Z —2 \/n—lsx\/n—lsy
joten ndhd&an heti, ettad

reyvn — Isyv/n —1sy Sy

[))2 = (n o 1)532( = rxy

X

5. Tehtavassa 3 osoitetun perusteella ny> = y'Jy (timéa kay ilmi tehtivéssa 3 tehdy-
istd laskuista, mutta se ndkyy myos kyseisen tehtdavan toisesta yhtdlostd). Tehtdvassa
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3 naytettiin myds, ettd ] = 1,(1),1,) 1/, on projektio (symmetrinen ja idempotentti).
Jos tdssd vektori 1, korvataan tayttd sarakeastetta olevalla (n x p)-matriisilla X, saadaan
matriisi P = X (X’'X) !X’ joka edelleenkin on projektio (timan nékee aivan vastaavasti
kuin tehtavissa 3). Lisiksi Py = X(X'X) !X’y = XB = #. Koska mallissa on vakio,
pitee ¥ = (1/n) Y ; 7 kuten materiaalin sivulla 10 on todettu. Pitden ndm4 tiedot
mielessd havaitaan, etta

SSRZZ(%’ Z Z 9y + ny* —Zyl 2ny + ny* —Zyl—ny
= i=1 i= i=

Al A

=¥y —y'Jy= (Py)/Py Y]y=yPPy—yJy=yPy—yJy=y(P-])y.

Residuaali & voidaan kirjoittaa muodossa é = y — iy = y — Py = (I, — P)y. Koska P on
projektio, on myos I, — P projektio. Taten

((In — P)y)/(ln —Ply = yl(ln —P) (I, - P)y = ]//(In —P)y.

ﬂ'))
m>

SSE = Z

Nyt saadaan vaihtoehtoinen perustelu vakiomallin yhtélolle SST = SSR + SSE:

SSR+SSE=y'(P-J)y+y (I —P)y=y' (P—-J+1,—P)y=y' (I, - )y

(yi —y) = SST.
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