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Selventava lisamateriaali ja
laskujen valivaiheita |

Kalvo 3: Isotrooppisessa maailmankaikkeudessa
nopeuskentalla el voi olla tiettya suuntaa, vain puhtaasti
radiaalinen liike (laajeneminen tai supistuminen) on sallittu:

ov = Hox

Kalvo 4: Metriikalla mitataan kohteiden etaisyyksia, esim.
laakeassa Euklidisessa metriikassa:

di* = dz* + dy* + d2°



Selventava lisamateriaali ja
laskujen valivaiheita |l

Kalvo 5: Homogeenisen ja isotrooppisen maailmankaikkeuden
metrilkka on maksimaalisen symmetrinen.
a(t): mittakaavatekija, joka skaalaa etaisyyksia
K: Kaarevuustekija, joko K=0 (laakea)

K=+1 (suljettu "pallopinta)

K=-1 (avoin "satulapinta)
dr?
T 7o + r2(d¥? + sin? ¥dp?)

dl* = a(t)?

Kalvo 5: Metriikka saadaan johdettua vaihtamalla
polaarikoordinaatistoon: (x,y, 2z, w) — (7,9, @)



Selventava lisamateriaali ja
laskujen valivaiheita lll

Kalvo 6: Kaarevuuden ja Ry:n vastaavuus: K = RO_2
K =+1,Ry =1 (Pallopinta) K =0,Ryp — oo (Laakea) K = —1,Rg — i (Satulapinta)

Kalvo 7: Yleisessa suhteellisuusteoriassa on 1 aika +3 paikka-
ulottuvuutta. Metriikka joko +--- tai -+++. Tassa kaytetaan +---
notaatiota.

Kalvo 7: Kahden Fundamentaali-havaitsijan valinen todellinen
radiaalinen etaisyys: % = do =0

= alt) [ = altix(n)
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laskujen valivaiheita IV

Kalvo 6: Kahden fundamentaali-havaitsijan etaisyys riippuu
maailmankaikkeuden kaarevuudesta (K=0, K=+1 tai K=-1).

Kalvo 7: Mukana-liikkuva etaisyys y(r) ei muutu kahden
fundamentaali-havaitsijan valilla, vaikka todellinen etaisyys
muuttuukin maailmankaikkeuden laajenemisen takia.

Kalvo 7: Konformaali-aika ottaa huomioon skaalatekija a(t):n
kehityksen ja on usein hyodyllisempi kuin kosminen aika t.

o-f 2
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Kalvo 8: Hubblen parametri

| = a(t)x(r) = % = a(t)x(r) + ax(r) = a(t)x(r)

Kalvo 8: Mukana-liikkuva etaisyys y(r) ei muutu ajan funktiona.

dl 1(t
G = HOU = H@a(dx(r) = a(0x(r) = HOax() = HO) = S0
Kalvo 9: Punasiirtyma, valonsateet kulkevat radiaalisesti nolla-
geodeesia pitkin: ds =0,d9¥ =0,dp =0

ds® = a*(1)[dr* — dx* — fr(X)(dV* 4 sin® ¥d¢?)] = dr = dx



Selventava lisamateriaali ja
laskujen valivaiheita VI

Kalvo 9: Punasiirtyma. Mukana-laajeneva etaisyys ei muutu:
T(to + 0tg) — 7(tg) = 7(te + 0te) — 7(te)

Kalvo 9: Kaytannossa ot.<<t, ja oty<<t,. Konformaali-ajan
maaritelmaa kayttaen:

t /
cdt

+) =
0= i
5t0 5t€ )\O Ve 5t0 CL(to)

alte)  alts) A w0t a(ty)
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Kalvo 10: Kohteella voi olla myos oma ominaisnopeus
(pekuliaarinopeus), mikali se ei ole levossa
fundamentaalihavaitsijan suhteen:

?}(t) — CL(t)X(t) T CL(t)X(t) — Vexp + Upec
Kalvo 10: Eparelativistinen tapaus:

U
— pec
Zpec o UpeC/C Zobs = Zcos T T(l + Zcos)

Kalvo 11: Kulma-lapimittaetaisyys: FRW-metriikasta:

ds?(9) = a*(t)r*dd?
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laskujen valivaiheita VI

Kalvo 12: Luminositeettietaisyys
Alkupiste 0, missa havainnot tehdaan. Pinta-ala A,:

2 2 2
Ag = wd% (ag/ac)” = (apre)“w
Saapuvien fotonien lukumaara pinnan A, lapi hetkella 6t,:
lﬂ%ﬂAO

hpvg
Kalvo 12: Kohteen etaisyydella pisteessa e emittoitujen
fotonien maara hetkella ot.:

Lot w
47Thp Ve




Selventava lisamateriaali ja
laskujen valivaiheita IX

Kalvo 12: Fotonien lukumaara sama pinnan A, ja A, lapi:
dr, = aore(l + 2) =da(l + 2)?

Kalvo 13: Kohteen pintakirkkaus ei saily laajenevassa
maailmankaikkeudessa:

o _F L d& L 2 L 1

im?z B 47rd% iwD2 - w22 di(l + 2)4 - m2D2 (14 2)4
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Kalvo 14: Maailmankaikkeuden termodynamiikka:
dU sisaisen energian muutos

dQ jarjestelmaan tuotu tai poisviety lampo

dW jarjestelmaan tehty tyo

dS=dQ/T, missa S on entropia ja T lampatila.

Kalvo 14: Adiabaattinen laajeneminen dS=0 ja dW=-PdV
dU + PdV =0; dS =0; tilavuudelle V o a(t)?

U = pcta® = dU = c*(a’dp + p3a’da)
V =a° = dV = 3a°da
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Kalvo 15: Maailmankaikkeuden termodynamiikka:

P 2
dU + PdV — 0 — 2P 3(p+ /C)zo

da a

d _ _
P

Kalvo 17: Friedmannin yhtalot (Newton):

M(< a) = 4%,0@3 = Gt) = —gp(t)a(t)

d
3(1+w) / ;a = logp = —-3(1+w)loga = p x a 31+¥)
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Kalvo 17: Friedmannin yhtalot (Newton):
Kerrotaan tekijalla a(t) molemmin puolin:

(1)a(t) = — " p(t)a(t)a(t

ld . o7 1 ...
5 77 [a(t) ] =5 2a(t)a(t)

pa(t)a(t) = _pag(t)jt (a(lt))
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Kalvo 18: FRW2-yhtalo saadaan integroimalla ja FRW1 yhtalo
huomioimalla, etta paine p vaikuttaa myos tiheyden p lisaksi
kappaleen energiaan ja taten massaan, lisaksi tulee pimea
energia-terrr;li: . 3 9 ( )_
. ™ p(t
i(t) = ——5alt) | p(t) + =

Kalvo 19: FRW yhtaloiden johto Yleisesta
suhteellisuusteoriasta on ylikurssia ja luentomonisteessa
hahmotellaan vain lyhyesti miten tama tulisi tehda. Tarkeinta
tassa on huomata, etta oikea malli maailmankaikkeudelle
saadaan vain Yleista Suhteellisuusteoriaa kayttaen.
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Kalvo 19: Friedmannin yhtalot (Einstein)

1 8¢
Ry — §9WR — gl = c—4TuV
2
g;wg'u =4
Kalvo 19: Einsteinin kenttayhtalon kontraktio metrikaalla g+:
1 87G

T

c?

S E 1
R,uz/ -+ g,Lu/A — 6—4 (T,ul/ — §g,LLI/T>
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Kalvo 20: Friedmannin yhtalot voidaan johtaa Yleisesta
suhteellisuusteoriasta kun Ricci kaarevuustensorin aika-aika
(Roo) ja paikka-paikka (Rj, i,j=1-3) komponentit on laskettu
yhdessa Ricci kaarevuusskalaarin kanssa.

Kalvo 20: FRW1-yhtalo saadaan aika-aika komponentista ja
FRW2-yhtalo paikka-paikka komponentista. Tarkemmat
yksityiskohdat selitetaan esim. Galaxy formation and evolution
kurssilla ja Yleisen suhteellisuusteorian kurssilla.



