Opettajalinjan tyopaja (Topologia I) Syksy 2012.
Toinen vélikoe 14.12.2012. Koeaikaa 2 tuntia.

Vastaa seuraavista kysymyksistd enintddn neljddn. Neljd ensimmaéistd vas-
tauspaperista 10ytyvaa tehtavad arvostellaan asteikolla 0-6 pistettd. Tehtéavissa
saa kayttda kaikkia luennoilla todistettuja lauseita, mikéli tehtdvinannossa ei
toisin sanota. (Poislukien tietenkin tilanteet, joissa tehtdvinanto on suoraan ké-
sittelemdmme tulos, eli tehtdviin ei saa vastata “tAmé on todistettu kurssilla”.
Myoskidn kurssilla kiytettyji esimerkkejé ei saa kiyttiad todistamatta.)

1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X. Médrittele joukon A reunapis-
teiden joukko OA sekd joukon A sulkeuma A. Todista méaéritelmia kiyt-
téen, ettd A = AU JA.

2. Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen avaruus. Todista, ettd A C X on tédy-
dellinen jos ja vain jos A on suljettu avaruudessa X.

3. Olkoon X joukko ja d sekd e sen kaksi metriikkaa.

(a) Maérittele metriikoiden d ja e ekvivalenssi sekd bilipschitz-ekvivalenssi.

(b) Anna esimerkki joukosta seké sen kahdesta metriikasta, jotka ovat
ekvivalentit mutta eivét bilipschitz-ekvivalentit.

4. Olkoon (X,d) kompakti metrinen avaruus ja f: X — R jatkuva kuvaus.
Todista, ettd kuvaus f saavuttaa avaruudessa X suurimman arvon.

5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus.

(a) Todista, ettd X on epiyhtendinen jos ja vain jos on olemassa jat-
kuva surjektio f: X — {0,1}, missé maaliavaruudessa on kdytossi
diskreetti metriikka.

(b) Olkoot (X,d) ja (Y,d') metrisid avaruuksia ja f: X — Y jatkuva
kuvaus. Todista, ettd jos X on yhtendinen niin fX on yhtenéinen.

6. Olkoot (X,d) ja (Y,d’) metrisid avaruuksia, f: X — Y kuvaus ja U &4~
rellinen kokoelma suljettuja joukkoja B;, i = 1,...,k joille pétee, etté
U B; = X ja ettd kuvaus f|p,: B; — Y on jatkuva kaikillai = 1,... k.
Todista, ettd kuvaus f on jatkuva.



