HY Todennikdisyysteoria, syksy 2012, Kurssikoe (15.11.2012)

1. Olkoon G(w) standardi Gaussinen satunnaismuuttuja, eli

P(G<x)= \/ﬂ/ exp(——)dy

(a) Laske Ep(exp(tG)) € Ry, kunt€R.

(b) Laske Ep <exp(G2 t/2)) € Ry U{+0c0}, kun teR.

2. Olkoon satunnaismuuttujat (X,(w) : n € N) P-riippumattomia ja ta-
saisesti jakautuneita valissa [0, 1] :

P(X,<z)=z VneNzell]
Olkoon Y, (w) = max{ Xp(w):1<k< n}, n € N.

. . P . . L N
(a) Osoita ensin Y,, —> 1 | eli stokastisen konvergenssin mielessé.

(b) Kayta Borel Cantellin lemma (kumpi?) osoittaakseen
Y, (w) — 1 myds P-melkein varmasti.
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(c) Osoita ettd Y, DU el my6s L' (P)-konvergenssin mielessé.

3. Olkoon X (w), X, (w),n € N, satunnaismuuttujat todennédkoisyysava-
ruudessa (2, F, P).

(a) Osoita: jos X, (w) — X (w) P-melkein varmasti ,
seuraa X, X , eli jono suppenee jakauman mielessa.

(b) Osoita: my6s kun X, (w) I x (w) eli stokastisen konvergenssin
mielessd, seuraa X,, — X , eli jono suppenee jakauman mielessé.
Vihje: deterministiselle jonolle, a, — a jos ja vain jos kaikille
alijonolle (a,, : i € N), on olemassa alijonon alijono (a,, :k € N)
jolla a,, — a.

4. Olkoon {X; : i € N} riippumattomia ja samoinjakautuneita satunnaus-
muuttujia kertyméfunktiolla F'(t) = P(X; <t),i € N.

Otoksen (Xi,...,X,) Empiirinen jakauma on satunnaisprosessi
1 n
Ftw) ==Y 1(X;(w) <t EN, teR
(tw) = ; (Xi(w)<t) n



(a) Osoita: Ep(F,(t)) = F(t).
(b) osoita Vt € R,

F,(t,w) — F(t) P m.v. kunn — oo

(c) Laske kovarianssi
Cov(F,(t), Fu(s)) = Ep{(F(t,w) — F(t)) (Fu(s,w) — F(s))}

forn,m e N, t,s € R.
(d) Osoita

Va(F(t) — F(1) -5 G(1)

(jakauman mielessé), jossa G(t) on Gaussinen.
Mitkéd ovat E(G(t)), E(G(t)*)?

5. Todennékdisyysavaruudessa (€2, F, P),

olkoon satunnaismuttuja U(w) € [0, 1] tasaisesti jakautunut eli P(U €
(a,b]) = (b—a) kun (a,b] C [0, 1], ja olkoon satunnaismuuuttuja N (w)
Poisson(1) jakautunut, siis

P(N:k:):%

P
Oletamme ettd N 1L U , eli N ja U ovat rippumattomia satunnais-
muuttujat P-mitan suhteen.

Olkoon satunnaismuuttuja Y (w) := (U(w))N(w).

(a) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(Y|o(U))(w).
(b) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(Y|o(N))(w).
(c) Laske odotusarvo Ep(Y).



