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1. Olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) satunnaismuuttujen jono.

• Osoita jos EP (| Xn|p)→ 0, jollakin 0 < p <∞, Xn
P→ 0 stokasti-

sesti. Vihje: muista Chebychevin epäyhtälö.

• Osoita jos jono Xn
P→ 0 (stokastisesti), on olemassa deterministi-

nen alijono (nk : k ∈ N) jolla Xnk
(ω)→ 0 P -melkein varmasti.

Vihje: muista Borel Cantellin lemma, ja valitse alijono jolla∑
k∈N

P (|Xnk
| > η) <∞

.

2. Olkoon C ⊂ L1(Ω,F , P ) satunnaismuuttujen kokoelma. Osoita että
jos jollekin p > 1

sup
X∈C

E
(
|X|p) <∞,

seuraa että C on tasaisesti integroituva.

3. Olkoon G(ω) standardi Gaussinen satunnaismuuttuja jolla E(G) = 0,
E(G2) = 1, ja

P (G ≤ x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp
(
−y2/2

)
dy

Muistetaan myös että EP (exp(tG)) = exp(t2/2).

Osoita:

• on olemassa ε > 0 jolla EP

(
exp(εG2)

)
<∞

• EP (|G |p exp(tG)) <∞, ∀t, p > 0.

Olkoon (F (t, ω) : t ∈ R) satunnaismuuttujen perhe jolla jokaiselle
ω:lle kuvaus t 7→ F (t, ω) on n-kertaa derivoituva.
Muistetaan että

dn

dtn

(∫
Ω

F (t, ω)P (dω)

)
=

∫
Ω

dn

dtn
F (t, ω)P (dω)
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pisteessä t, ainakin kun on olemassa ε > 0 jolla satunnaismuuttu-
jen kokoelma{

dn

dsn
F (s, ω), s ∈ [t− ε, t+ ε]

}
on tasaisesti integroituva (tämä on riittävä ehto).

• Laske standardi Gaussisen satunnaismuuttujan momenttit

E(Gn) =
dn

dtn
E(exp(tG))

∣∣∣∣
t=0

.

Vihje: käytä sarja kehitelmä exp(x) =
∞∑
n=0

xn/n!.

Perustele summan ja odotusarvon järjestyksen vaihto Fubinin lauseel-
la sekä integroinnin ja derivoinnin järjestyksen vaihto tasaisella
integroituvuudella.

4. Olkoon satunnaismuuttuja X ∈ L2(Ω,F , P ) ja G ⊆ F ali-σ-algebra.
Var(X) = E(X2)− E(X)2 on satunnaismuuttujan varianssi

Var(X|G) = E(X2|G)− E(X|G)2 on sen ehdollinen varianssi.

Kun myös Y ∈ L2(Ω,F , P )

Cov(X, Y |G) = E(XY |G)− E(X|G)E(Y |G)

merkitsee X ja Y :n välinen ehdollinen kovarianssi.

Osoita

Var(X) = E
(
Var(X|G)

)
+ Var

(
E(X|G)

)
(0.1)

Vihje: voit olettaa että E(X) = 0 koska yhtäläm oikean ja vasen puoli
ei muutu kun korvataan X satunnaismuuttujalla (X + c), jossa c on
deterministinen vakio.

5. Olkoon (Xn : n ∈ N) P -riippumattomia ja samoin jakautuneita, jolla
EP (|X1|) = µ <∞.

Olkoon Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

ja Gn = σ(Sn, Sn+1, Sn+2, . . . , ) = σ(Sn, Xn+1, Xn+2, . . . )

• Osoita: EP (X1|Gn)(ω) = EP (X1|σ(Sn))(ω) = Sn(ω)/n.
Vihje: kun 1 ≤ k ≤ n, symmetriasta seuraa EP (Xk|σ(Sn)) =
EP (X1|σ(Sn)).
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Esitä niiden avulla EP (Sn|σ(Sn)).

Oletamme nyt EP (X2
1 ) = µ2 + η2 <∞.

• Kun n ≥ 2, osoita

VarP (X1|σ(Sn)) = −(n− 1)Cov(X1, X2|σ(Sn)),

(vihje: Var(Sn|σ(Sn)) = 0 ),

ja laske odotusarvoEP

(
VarP (X1|σ(Sn))

)
Tehtävän 4 kaavan (0.1)

avulla.
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