Sijoitustoiminnan matematiikka 15.11.2012

1. Tarkastellaan markkinoita, joilla on kaksi arvopaperia. Toinen on vuoden nollakupon-
kibondi vuosikorolla ¢ = 0 ja toinen osake, jolla on kolme mahdollista arvoa hetkelld 1,
nimittédin 0, 2 ja 3. Osakkeen hinta hetkelld 0 on 1.

a) Osoita, ettd markkinat ovat arbitraasivapaat.

b) Lisatadn markkinoille optio, jonka haltijalla on oikeus ostaa 1 eurolla yksi osake hetkelld
1. M&aaraé option arbitraasivapaat hetken 0 hinnat.

2. Kahden periodin markkinamallissa on kaksi arvopaperia. Arvopaperi 1 on vuoden nol-
lakuponkibondi vuosikorkona i = 0 (molemmilla periodeilla). Arvopaperi 2 on osake, jonka
hetken nolla hinta on p ja arvo hetkelld k& Sa(k),k = 1,2. Osakkeen mahdolliset arvokehi-
tykset (S2(1),52(2)) ovat (o, a2), (o, B2), (B, a1) ja (B, B1). Oletetaan, etté

O‘<ﬁ7 a1<ﬁla O‘2<52a pe(aaﬁ)a 046(062,52), ,BG(OQ,ﬁl).

a) Maaraa markkinoiden kaikki riskineutraalit todennékoisyysmitat sopivassa nelitilaisessa
todennakoisyyskentéssa.

b) Tutki, pystytdénko sopimus X = max(S2(2) — S2(1),0) toistamaan.

3. Markkinoilla on arvopaperit 1,..., N, joiden hetken yksi arvot ovat Si(1),...,Sn(1).
Markkinoilla on K > 1 identtistd toimijaa ts. alkuallokoinnit ja utiliteettifunktiot ovat samat
kaikilla toimijoilla. Osoita, ettd markkinoilla on tasapainotila, kun yhteinen utiliteettifunktio
oletetaan aidosti kasvavaksi ja konkaaviksi.

4. Olkoon markkinoilla IV riskillistd arvopaperia. Odotustuottoa r vastaava minimaalinen
tuottoasteen varianssi on
o?(r) = a(r —ro)* + o2,

missé a, 7o ja og ovat positiivisia vakioita. Lisatdédn markkinoille arvopaperi N + 1, jonka
odotustuotto on suurempi kuin rg ja tuottoaste stokastisesti riippumaton markkinoiden mui-
den arvopapereiden tuottoasteista. Olkoon r > rg. Osoita, ettd syntyneilld markkinoilla on
mahdollista konstruoida salkku, jonka tuottoasteen odotusarvo on r ja varianssi pienempi
kuin o2 (r).

5. Jalleenvakuutusmarkkinoilla yhtion k utiliteettifunktio on wuy, alkupddoma Uy ja al-
kuperainen kokonaisva_hinkoméiiiréi X, k=1,...,K. Olkoon (Xi,...,X K)_ clearing—elildon
tayttivi allokointi ja ¢ positiivinen satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettid E(¢X};) = E(¢pX})
ja B

ur (Ur — Xi) = E(up, (U — X3)) ¢

kaikilla k& = 1,..., K. Osoita, ettd (¢, X1, ..., Xx) on markkinoiden tasapainotila.



