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1. loppukoe

1.1. Tehtävä. Milloin seuraavat funktiot ovat analyyttisiä?

(1) f(z) =
1

(z + z−1)2
,

(2) g(z) =
z

z − 1305
,

(3) h(z) = 2 cos z − (1 + i) exp(iz) .

Milloin kuvaus h on konforminen?

1.2. Tehtävä. (1) Olkoon f analyyttinen koko kompleksitasossa. Osoi-
ta, että f on vakiofunktio, jos

Re f = (Im f)2 .

(2)Määrää kaikki kompleksiluvut z, joille

sin z =
12

5
i .

1.3. Tehtävä. (1) Olkoon γ(t) = exp(it) , t ∈ [0, 2π] . Määrää integraa-
lit ∫

γ

dz

z
ja

∫
γ

1

3 + 4z
dz ja

∫
γ

z

exp(z)
dz .

1.4. Tehtävä. (1) Olkoot f ja g analyyttisia funktioita koko tasossa
siten, että |f(z)| < |g(z)| kaikilla z ∈ C . Osoita, että on olemassa
vakio λ ∈ C siten, että f(z) = λg(z) kaikilla z ∈ C .
(2) Olkoot f : C → C analyyttinen ja M ∈ R vakio. Mitä tiedät
funktiosta f , jos jompi kumpi seuraavista oletuksista on voimassa?
(a) |f ′(z)| ≤ |z| kaikilla z ∈ C.
(b) Re f(z) ≤M kaikilla z ∈ C.

1.5. Tehtävä. Etsi bijektiivinen konformikuvaus avoimelta yksikkökie-
kolta alueelle

{z : 0 < Re z < 1} .
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