Adrellisulotteinen lineaarialgebra.
Kurssikoe 18.12.12.
Aleksandr Pasharin.

1. Olkoot M, N vapaat airellisulotteiset R-modulit, missd R on ykkosellinen,
vaihdannainen rengas. Olkoot e = (ey,...,e,) modulin M kanta ja f =
(f1,--., fm) modulin N kanta. Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus.

a) Méaérittele duaalikuvaus L*: N* — M* ja osoita, ettd se on R-lineaarinen.
b) Olkoon A = [L]¢e. Osoita, ettd L*:n matriisi vastaavien duaalikantojen
suhteen on AT,

2. Olkoon V aérellisulotteinen K-vektoriavaruus. Olkoon L: V — V operaattori
ja A1, ..., A\, sen erilaiset ominaisarvot. Osoita, ettéd aliavaruuksien
Vi, @ =1,...,n summa on suora.

3. Laske molemman alla annetun matriisin karakteristinen polynomi, minimi-
polynomi ja ominaisarvot. Esitd matriisi sen jalkeen Jordanin normaalissa
muodossa. Onko matriisi diagonalisoituva?

a)

1 2 0
A=10 2 0
2 —2 —1
b)
1 23 4
01 2 3
A=1001 2
000 1

4. Olkoon L: R? — R? R-lineaarinen kuvaus ja olkoon sen matriisi standardin
kannan suhteen
a b
-y

Varustetaan R? tavallisella pistetulollaan -.

a) Mita ehto(j)a A:n on toteuttavaa ettd L olisi diagonalisoituva jossakin or-
tonormaalissa kannassa?

b) Oletetaan, ettd L on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa. Méadritel-
lddn kuvaus F': R? x R? — R kaavalla F(x,y) = Lz - y. Osoita, etti F' on
bilineaarinen ja symmetrinen. Osoita, ettd se on sisitulo R%:ssd jos ja vain
jos a > 0 ja det A > 0.



