HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia 1b, syksy 2016
Harjoitus 5 — Ratkaisuehdotuksia

t1. Ovatko seuraavat joukot A; C R?® (a) kompakteja (b) téydellisia:

(a) Ar={(z,y,2): 2* +3y* + 2* < 4},
(b) Ay ={(x,y,2): 2?4+ 3y* < 4} ja
(c) Az ={(x,y,2): 2* 4+ 3y* + 2* < 4}.

(Vinkki: Esité kohdissa (a) ja (b) joukko sopivana alkukuvana.)
Ratkaisu:

(a) (A; on seki téydellinen ettd kompakti) Olkoon f: R?® — R kuvaus f(z,y,2) =
2?4+ 3y* + 2. Koska f on jatkuva, niin A; = f~!(] — 00, 4]) on suljettu joukko.
Koska R3 on téydellinen ja A; suljettu, niin A; on tiydellinen (Lause 12.6).
Koska jokaisella (z,y,z) € A; patee

1@y, 2)ll2 = 22 + 92 + 2 < \Ju2 + 32 + 22 <2,

niin A; on myés rajoitettu. Koska A; on suljettu ja rajoitettu R?®:n osajoukko,
niin se on kompakti (Lause 13.14).

(b) (As on taydellinen mutta ei kompakti) Olkoon nyt f: R® — R funktio (z,vy, z) —
2?2+ 3y?. Koska jéilleen f on jatkuva, niin Ay = f~1(] — 0o, 4]) on suljettu. Néin
ollen A; on téaydellinen (Lause 12.6). Toisaalta, koska jokaisella n € N piste
(0,0,n) kuuluu joukkoon As, niin A, ei ole rajoitettu. Néin ollen Ay ei ole
kompakti (Lause 13.14).

(¢) (As ei ole téydellinen eikd kompakti) Koska As ei ole suljettu (esimerkiksi
(0,0,2) € A3\ A3), niin A3 ei ole taydellinen (Lause 12.6) eikd kompakti (Lause
13.14).

t2. Olkoot (X, d) ja (Y,d') metrisid avaruuksia ja olkoot A C X ja A’ C Y kompakteja
osajoukkoja.
(a) Osoita, ettd A x A" on kompakti osajoukko metrisessé avaruudessa (X x Y, eq).

(b) Osoita, ettd A x A’ on kompakti osajoukko, kun metriikkana on e; tai es.

Metriikat eg, e; ja ey kuten luvussa 10.
Ratkaisu:
(a) Valitaan jono z, € A x A, missé z, = (x,,y,). Koska A on kompakti, jonolla

T, on 0sajono ,,, joka suppenee kohti alkiota z € A. Koska A’ on kompakti,
jonolla y,, on osajono Yni, » joka suppenee kohti alkiota y € A’.

Osoitetaan, ettd z, = (mnij,ynij) suppenee kohti alkiota z = (z,y). Olkoon
e > 0. Valitaan jj siten, etta d(xnij ,x) < € ja d(ym.j ,y) < e kun j > jo. Talloin

eo(zni]. ) Z) = maX<d(xn¢j ) fL’), d/(ym]- ) y)) <e

kun 7 > jo, mika osoittaa vaitteen.
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(b) Kirjan luvussa 10 on osoitettu, ettd metriikat ey, e; ja es ovat ekvivalentit. Siten
identtinen kuvaus idxyy on jatkuva (X XY eq) = (X XY, e1) ja (X XY, eq) —
(X XY, ey). Talloin metriikoissa e; ja ey joukko A x A’ on kompaktin joukon
A x A’ kuva jatkuvassa kuvauksessa idyyy. Siten A x A" on kompakti myos
metriikoilla e; ja es.

Olkoon f: (R™ ||+ ||]2) — (R? || -]]2) jatkuva kuvaus, jolla on ominaisuus, ettd jokai-
sella € > 0 on olemassa sellainen M > 0, etta ||f(z)||2 < e, kun ||z||]s > M. Osoita,
ettd on olemassa sellainen zy € R", etta ||f(z)|l2 < ||f(z0)||2. (Vinkki: Tarkastele
ensin yhdistettyd kuvausta x — || f(2)||2.)

Ratkaisu: Tarkastellaan kuvausta g : R — [0,00),  — |[|f(z)||]2. Kuvaus ¢g on
yhdiste jatkuvista kuvauksista f ja x +— ||z]||2, joten se on jatkuva. Nyt jokaisella
e > 0 on olemassa sellainen M > 0, etta |g(x)| < €| kun ||z|| > M. Jos [g(x)] =0
kaikilla z € R™, 2 # 0, niin voidaan asettaa zq = 0. Muussa tapauksessa valitaan
jokin sellainen piste z’ € R" etta 2/ # 0 ja g(«’) > 0. Olkoon nyt ¢ = g(2') =
||f()||]2. On siis olemassa sellainen M > 0, etta ||f(z)|]2 < ||f(z)|]2, aina kun
fells 2 M.

Jos x € (R™,|| - ||2) ja . < M,

xGBdQ (67M) CBd2 (G’M) :{yERn | ||y||2 SM}

Joukko By, (0, M) on euklidisen avaruuden R™ suljettu ja rajoitettu osajoukko, joten
se on kompakti. Siis jatkuva kuvaus g : R" — [0, c0) saa suurimman arvon y joukossa
By, (0, M). Olkoon z” € By, (0, M) jokin piste, jolle patee g(z") = ||f(x)|]2 = y.
Jos ||f(2)]]la < ||f(2")]|2, voidaan valita xo = z”. Jos taas ||f(z")|]2 < [|f(2')||z2,
valitaan o = 2’. Kummassakin tapauksessa, kaikilla x € R"™ péatee joko ||z|l2 >
M, jolloin || f(z)[lz < |[f(2)]l2 < |If(x0)ll2, tai = € Bq, (0, M), jolloin |[f(z)[|2 <
L ()2 < [1f (@o)l2- Stis |[f(2)]|2 < |[f(xo)l]2-

Olkoot (X,d) ja (Y,d) metrisia avaruuksia sekd I C X ja J C Y kompakteja
osajoukkoja. Olkoon W joukon I x J ympéristd metrisessd avaruudessa (X x Y, eq),
eli W on avoin joukko, joka sisiltda tulojoukon I x J. Osoita, ettd on olemassa
avoimet joukot U C X ja V C Y siten, etta I CU, J CV ja UxV C W. (Vinkki:
Piirrd kuva. Jos W # X x Y| niin osoita ensin, ettd eo(I x J, (X x Y)\ W) >0.)

Ratkaisu: Otetaan ensin triviaalit tapaukset. Jos W = X x Y, niin talloin tietysti
X ja Y avoimina joukkoina toteuttavat vaitteen. Toisaalta jos I ja J ovat tyhjia
joukkoja, voidaan valita U =1 ja V = J.
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Hahmotelma viitteesta tilanteessa X =Y = R.

Oletetaan ettd W # X x Y ja joukot I, J epétyhjii. Joukon W komplementti CW
on epatyhja ja suljettu, ja koska I x J on kompaktien joukkojen tulona kompakti
(L13.16 ja t2.), niin saadaan lauseen 13.23 nojalla joukkojen vélinen etdisyys € =
eo(I x J,CW) > 0. Siisp4 jos jollekin pisteelle z € X x Y pitee eo(I X J,2) < €, niin
zeW.

Rakennetaan nyt joukot U C X ja V C Y. Todetaan ensin, etta joukoilla I ja J
ylipdansa on jotkin avoimet peitteet: nimittain avoimen joukon projektio on avoin,
joten olkoot Wy, Wy joukon W (avoimet) projektiot joukoille X ja Y. Olkoon
sitten U C Wx avoin osajoukko siten, ettd d(u,l) < e kaikilla v € U. Télléin
I C U. Vastaavasti olkoon V' C Wy avoin osajoukko siten, ettd d(v,J) < e kaikilla
v € V, jolloin my6s J C V. Talléin U x V C W, silld kaikilla z = (u,v) € U x V
etiisyys eg(I x J, z) < €, joten z ei voi kuulua komplementtijoukkoon CIV .

Osoita, ettd seuraavat euklidisen tason R? osajoukot ovat epiyhtendisii:

(a) E={(z,y) e R*: zy =1},

(b) F=EU{(x,y) € R*: zy = 0}.

( Vinkki: Etsi sellaisia tason avoimia joukkoja U ja V,ettd A=UNX ja B=UNX
osoittavat epayhtendisyyden, missi X on joko E tai F.)
Ratkaisu:

(a) Koska zy =1 kaikilla (z,y) € E, niin EN{0} x R = @. Niin ollen
E C (] — 00,0[xR) U (]0, co[xR).

Olkoot U =] — 00,0[xR ja V =]0,00[UR. Téll6in A=UNE ja B=VNE
ovat avoimia F:ssé ja toteuttavat ehdot AUB =FE ja ANBCUNV =g.
Lisdksi (1,1) € A ja (=1,—1) € B, joten A ja B ovat epétyhjia. Néin ollen F
ei ole yhtenainen.

(b) Etsitdén tason R? avoimet pistevieraat joukot U ja V', joille piatee F C U ja
LCV,missi L= {(z,y) € R*: zy = 0}.



Huomataan ensin, ettd L =R x {0} U {0} x R. Valitaan nyt joukot
U={(z,y) € R*: |zy| > 1/2}

ja

V =R*\U.
Selvisti £ C U. Toisaalta U on alkukuva f~'(]1/2,00[), kun f: R*> — R on
jatkuva kuvaus (z,y) + |zy|. Néin ollen U on avoin.
Koska U = {(z,y) € R?: |zy| > 1/2}, niin LNU = &. Nain ollen L C R*\U =
V. Lisaksi V' on avoin joukko, koska se on suljetun joukon komplementti. Nain

ollen A=UNF =F ja B=VNF = L ovat halutut joukot. Joukko F' on siis
epayhtendinen.



