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Harjoitus 1

Preppaustehtavat

Nditd tehtavia ei kdasitella laskuharjoituksissa.

pl. Tarkista, ettd joukon X metriikat d ja d’ ovat ekvivalentit jos ja vain jos identtinen
kuvaus id: (X, d) — (X,d") on homeomorfismi.

p2. Olkoon V vektoriavaruus. Maaritelldan, ettd normit ||-|[: V' — [0, 00[ ja |||-]||: V —
0, 00| ovat bilipschitz-ekvivalentit, jos on olemassa sellainen M > 1, etté

[oll/M < |[[ol]] < M[v]]

kaikilla vektoreilla v € V.

Tarkista, ettd normit || -|| ja ||| ||| ovat bilipschitz-ekvivalentit, jos ja vain jos niiden
maaraamat metriikat ovat bilipschitz-ekvivalentit.

p3. Tarkista, etta joukon X metriikat d ja d ovat bilipschitz-ekvivalentit, jos ja vain jos
identtinen kuvaus id: (X, d) — (X, d’) on bijektiivinen bilipschitz-kuvaus.

p4. Olkoon X joukko ja olkoot d ja d sellaisia metriikoita, ettd metrisen avaruuden
(X,d) lapimitta on ddreton ja metrisen avaruuden (X, d’) lapimitta on darellinen.
Perustele, etté ei ole olemassa bilipschitz-kuvausta f: X — X metrisestd avaruudes-
a (X, d) metriseen avaruuteen (X,d’).

p5. Varmista, ettd osaat todistaa seuraavan Vaisélan kirjan homeomorfismeista: f: (X,d) —
(Y, d’) on homeomorfismi, jos ja vain f on jatkuva bijektio, jolle pétee, ettd f(U) C Y
on d'-avoin kaikilla U € X d-avoin.

p6. Olkoon f:]0,1[—]1,00] kuvaus z +— 1/x sekd g: R —]0,00[, g(x) = €*. Osoita
néita kuvauksia hyodyntéen, etta reaaliakselin R joukot ]0, 1], ]0, 00[ ja itse R ovat
keskendén homeomorfisia.

Harjoitustehtavit

Ndita tehtavid kdsitellian laskuharjoituksissa viikolla 45 (eli 7.11-13.11.).

tl. Olkoot (V,||-|lv) ja (W,]||-|lw) normiavaruuksia, ja oletetaan tunnetuksi, etta vek-
toriavaruuksien V' ja W tuloavaruus V x W on vektoriavaruus, kun se varustetaan
laskutoimituksilla (v, w) + (v/,w') = (v + v, w + w') ja a(v,w) = (av, aw), missé
v, o' eV, w,w' €W jaa€eR.
Maaritellaan funktiot ||-||o: V X W — [0,00[, || - |]1: V X W — [0,00[ ja || -|]2: V X
W' — [0, 00 kaavoilla [|(v, w)llo = max{][v]|v, [[w|lw}, [I(v,w)[[y = [[v]lv + |[w]lw
ja [l w)lla = IIol[} + [lw][3, missi v € V ja we W.

Osoita, etta || - ||o, || - ||1 ja || - ||2 ovat vektoriavaruuden V' x W normeja.

t2. Olkoot (V,||-||v) ja (W,]||-||w) normiavaruuksia. Osoita, ettd tehtdvissa t1. annetut
vektoriavaruuden V' x W normit ||-||o, || |1 ja || -||2 ovat bilipschitz-ekvivalentteja
keskenddn. (Huom: Katso preppaustehtavi p2..)



t3. Osoita, ettd vektoriavaruuden V' normit || - || ja ||| - ||| ovat bilipschitz-ekvivalentit
(katso p2.), jos ja vain jos identtinen kuvaus id: V' — V' on bilipschitz-kuvaus nor-
miavaruudesta (V|| -||) normiavaruuteen (V,|||-]||). (Huom: Normiavaruudessa kéy-
tetdén aina normin antamaa metriikkaa ellei toisin mainita.)

t4. Olkoot (X, d) ja (Y,d’) metrisid avaruuksia ja olkoon ey tuloavaruuden X x Y met-
riikkka eq((x,y), (', y")) = max{d(x,z’),d (y,y')}.
(a) Olkoot U C X ja V C Y avoimia joukkoja. Osoita, ettd U x V on avoin
(X x Y, ep):ssa.

(b) Olkoot E C X ja F C Y suljettuja joukkoja. Osoita, ettd E x F' on suljettu
(X XY, ep):ssa.

(c¢) Olkoon ey metriikka es((x,y), (2/,y')) = \/d(x,x’)Q +d'(y,y')? X xY :ssid. Osoi-
ta, ettd joukko U x V' on avoin ja ettéd joukko £ x F' on suljettu (X XY/ es):ssa.

t5. Olkoon f: X — Y homeomorfismi avaruudesta (X, d) avaruuteen (Y,d’) ja olkoon
di: X x X — [0,00] funktio ds(z,y) = d'(f(z), f(y)) kaikilla z,y € X.
(a) Osoita, ettd dy on metriikka X :ssa.

(b) Osoita, ettéd dy on ekvivalentti metriikan d kanssa.

t6. Olkoon ¢g: R™\ {0} — R funktio = — ||z||1/||z|| ja olkoon f:R™ — R™ kuvaus

g(@)z, x#0
e { 0, z = 0.
(a) Osoita, ettd do(0, f(z)) = d1(0,x) kaikilla z € R™\ {0}.!

(b) Osoita, ettd normit || - ||;: (R, d2) — (R,|-]) ja || - [|ec: (R",d2) — (R,|-])
ovat jatkuvia funktioita.?

(c) Osoita, etta funktio g: (R™\ {0},ds) — (R, |- |) on jatkuva.
(d) Osoita, ettd f: (R",dy) — (R",ds) on jatkuva.
(e) Osoita, ettd f: (R™ dy) — (R™,dy) on homeomorfismi.

IT4ssél do ja dy ovat tutut normien || - ||o ja || - ||1 antamat metriikat.
2T4ssé siis do on tuttu euklidinen metriikka.



