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tl. (6p.) Olkoon X joukko ja olkoot d ja d metriikoita joukossa X . Osoita, etta funktio
p: X x X — [0,00][, joka on maaritelty kaavalla p(x,y) = d(z,y) + d'(z,y) jokaisella
xr,y € X, on metriikka joukossa X .

Ratkaisu: Selvasti p on hyvin maéritelty funktio, joten riittda tarkastaa metriikan
ehdot (M1)-(M3).
(M1) Olkoot z,y,z € X. Télléin

d(z,y) +d'(z,y)
(d(z,2) +d(z,y)) + 8d'(z,2) + d'(2,y))
= (d(z,2) +d'(z,2)) + (d(y, 2) + d'(y, 2))
p(z,z) + p(z,y).

p(z,y) <
<

Néin ollen p toteuttaa kolmioepayhtalon.
(M2) Olkoot z,y € X . Talloin

p(z,y) = d(z,y) +d'(x,y) = d(y,z) + d'(y,x) = p(y, v).

Néin ollen p on symmetrinen

(M3) Olkoot z,y € X. Talloin p(x,y) = 0, jos ja vain jos d(z,y) =0 ja d'(z,y) = 0.
Koska d(z,y) = 0, jos ja vain jos x = y, niin p(z,y) = 0 tdsmaélleen silloin, kun
rT=1.

t2. (a) (2p.) Anna metrisen avaruuden avoimen joukon méaaritelmaé.

(b) (4p.) Olkoon (X,d) metrinen avaruus sekéd olkoot U ja V avoimia joukkoja.
Osoita avoimen joukon maéaritelmaé kayttéen, ettda U NV on avoin joukko.

Ratkaisu:

(a) Joukko W C X on avoin, jos jokaisella x € W on olemassa sellainen r > 0,
ettd By(x,r) C W.

(b) Olkoon z € UNV . Koska joukot U ja V' ovat avoimia, niin on olemassa sellaiset
>0 jar”>0,ettd By(z,r") C U ja By(x,r") C V. Olkoon r = min{r’,r"}.
Talloin By(z,7) C By(x,r") C U ja By(x,r) C Bg(x,r”) C V. Niin ollen
By(z,r) cUNV. Joukko U NV on siis avoin.

t3. Olkoot
A= {(z1,72) € R*: 2, <0 tai v, < 0} C R?
ja
U= {(x1,75) € R*: 21 < 0} C A.
(a) (4p.) M&érita joukon U sulkeuma metrisessi avaruudessa (R?, d. ), missé do, on
metriikka doo ((z1, 2), (y1,y2)) = max{|ri—xa|, |y1—y2|} kaikilla (z1, 22), (y1,y2) €
R%. (HUOM: Metriikan d,, tulisi tietysti olla médritelty kaavalla duo((21, 22), (Y1,%2)) =

max{|zr; — yi1|, |z — y2|} kaikilla (z1,22), (y1,y2) € R?. Tehtivipaperissa ollut
virhe on otettu huomioon vastausten arvostelussa.)



(b) (2p.) Méérita joukon U sulkeuma metrisessa avaruudessa (A, d,), missd dy on
metriikan d., rajoittuma joukkoon A.
Perustele vastauksesi tarkasti.
Ratkaisu:
(a) Osoitetaan, ettd U =] — 00, 0] x R. Olkoon = = (1, x5) € R%. Meilld on kolme
tapausta.

e Tapaus 1: Jos z; < 0, niin € U ja siten z € U.

e Tapaus 2: Jos x; = 0, niin jokaisella r > 0 kuula By(z,r) leikkaa joukkoa
U, silla piste (r/2,22) € U ja dy(x,(r/2,29)) = d((0,22),(r/2,29)) =
|0 —r/2| =r/2 <r.Niin ollen z € U.

e Tapaus 3: Jos x; > 0, niin By(z,z1) NU = 0, silld kaikilla y = (y1,42) €
By(z, 1) pitee |x1 — 11| < doo(z,y) < 21 eli y; > 0 kaikilla y € By(z, x1).
Niin ollen z ¢ U .

Joukon U sulkeuma on siis U = U U {0} x R =] — 00, 0] x R.
(b) Koska cls(U) =UNA, niin cly(U) = (] — 00, 0] x R)N A = (] — 00, 0[x]0, 0o[) U
(] = 00,0]x] —00,0]).

Seuraavassa tehtdvissd dg: R" x R™ — [0, 00[ on avaruuden R™ euklidinen metriikka, eli
dg(z,y) = (0 (x; — y¢)2)1/2 kaikilla x = (z1,...,2,),y = (Y1, .., yn) € R".

t4. (6p.) Olkoon f: R? — R jatkuva kuvaus metrisestd avaruudesta (R?, dg) metriseen
avaruuteen (R, dg). Osoita, ettd kuvauksen f graafi, eli joukko

Gf = {(x17‘r27f(x17x2)> S R3: T1,T9 S R} C Rs,

on metrisen avaruuden (R3, dg) suljettu osajoukko.

Ratkaisu: Olkoon F: R® — R kuvaus (1, Ts, x3) > x3 — f(x1,22). Talloin

Gf = {(Z’l,xg,f(l'l,l'g)) € RSI T1,T2 < R2}
= {(21,29,23) ER®: 23 = f(x1,22)} = F1(0).

Osoitetaan, ettd F' on jatkuva kuvaus osoittamalla, ettd se on jatkuva jokaisessa
pisteessid x € R3.

Olkoot = = (z1, 79, 23) € R? ja e > 0. Koska f on jatkuva, niin on olemassa sellainen
8 >0, ettd |f(z1,22) — f(y1,y2)| < /2 kaikilla (y1,y2) € Bay((x1,22),0"). Valitaan
d = min{d,e/2}.

Olkoon nyt y = <y17y27y3) € BdE(:C75>' Talloin dE<<5U17x2>7 (1/1792)) < dE(%y) <90
ja |z3 — ys] < dg(z,y) < 6. Néin ollen
|F(x) = F(y)| = |vz— f(z1,22) = (ys — [(y1,2)) |
= oz —ys + (f(z1,72) — f(y1,92))]

S |$3 - y3| + |f($1,l'2) - f(ylay2)|
< 0+¢/2<2/2=c¢.

Nain ollen F' on jatkuva pisteessd z. Siten F' on jatkuva.

Koska Gy = F~1(0), niin graafi G on suljetun joukon alkukuva jatkuvassa kuvauk-
sessa ja siis suljettu.



