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Harjoitus 4

Preppaustehtavat

Ndita tehtavia ei kasitelld laskuharjoituksissa.

pl.

p2.

p3.

p4.

p5.

p6.

Olkoot X joukko ja F'(X,R) kaikkien funktioiden f: X — R joukko kuten Véisdlan
kirjan luvussa 1.1. Varmistu, etta osaat osoittaa joukon F(X,R) vektoriavaruudeksi,
kun yhteenlasku ja skaalarilla kertominen on maééritelty pisteittdin (kuten Vaisdlan
kirjassa).

Varmistu, ettd osaat osoittaa jatkuvien funktioiden avaruuden C([a,b]) vektoriava-
ruuden F([a,b],R) aliavaruudeksi.

Varmistu, ettd tiedat, miksi funktio || - ||e: R™ — [0, 00, joka on annettu kaavalla
(21, ... 2n)||oo = max{|z1],...,|z,|}, on normi. Varmistu myos , etté tiedét, miksi
funktio || - |[1: R™ = [0,00[, ||(z1,...,2n)||1 = |21] + |22| + -+ - + |2n], on normi.

Varmistu, ettd tiedét, miksi funktio ||-||oo: C'([a,b]) — [0, 00[, || f]lec = SUDse(ay [f(2)],
on normi. Varmistu myoés, ettd tieddat, miksi funktio || - ||y C([a,b]) — [0, 00],

I fll = ff f(x)dz, on normi.

Varmistu, ettd tiedét, miksi metriikat doo: R" XR™ = R, doo(x,y) = max;—1__, |2;—
yil, ja di: R" x R" - R, dy(z,y) = >0, |x; — yi|, missd © = (xq,...,2,) jay =
(Y1, - -, Yn), ovat preppaustehtavin p3. normien ||-||« ja ||-||1 antamia(/indusoimia).

Varmistu myos, etté tiedét, miksi metriikat d: C([a, b]) x C([a,b]) = R, doo(z,y) =
max;—i1. |z — yi|, ja di: C([a,b]) x C([a,b]) = R, di(z,y) = I |z; — yi|, missé
= (x1,...,2,) ja y = (y1,...,Yn), Ovat preppaustehtavin p4. normien || - || ja
|| - ||+ antamia(/indusoimia).

(Pistetulon geometrinen tulkinta.) Olkoot v ja w kaksi lineaarisesti riippumatonta
vektoria tasossa R?. Piirrd kolmio ABC', jonka kérkipisteet ovat origo (piste A), seké
pisteet v ja w. Olkoon 7 kolmion ABC kérjessi C oleva kulma. Trigonometrian
kosinilause sanoo, etta ¢* = a® + b* — 2abcos(y), missi ¢ on sivun AB pituus, a on
sivun BC pituus ja b on sivun AC' pituus. (Katso esimerkiksi Wikipedia-artikkelin

v-w

kuvaa.) Laske pistetulon mééritelmén avulla, ettd cos(y) = TR

. Varmistu, etté tieddt, miksi kuvaus f: X — R™ voidaan kirjoittaa muodossa f(z) =

iy fi(w)e;, missé f; on fn j:s koordinaattifunktio ja (e, ey, ..., e,) avaruuden
R™ standardikanta.

Harjoitustehtavat

Nditd tehtdvid kdsitellidn laskuharjoituksissa viikolla 40 (eli 3.-7.10.).

tl.

(a) Osoita, ettd pistetulo -: R" x R" — R, eli kaavalla

($1,$2, R 7$n) ' (y17y27 o 7yn) = szyz
=1

maéaritelty funktio, on sisatulo vektoriavaruudessa R".



(b) Osoita, ettd funktio dg: R™ x R"™ — R, joka on méiéiritelty kaavalla

Ap((1,- -y 20), (- 9n)) = (Z( —y»?) "

i=1

on metriikka vektoriavaruudessa R" (eli osoita, ettda euklidinen metriikka dg
todellakin on metriikka).

t2. (a) Osoita, ettd kuvaus T: R? = R, (x,y) — max{z, y}, on jatkuva, kun molem-
missa avaruuksissa on euklidinen metriikka.

(b) Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoot f: X — R sekd g: X — R jatkuvia
kuvauksia avaruudesta (X, d) avaruuteen (R, dg). Osoita, ettd kuvaus H: X —
R, x — max{f(x),g(x)}, metrisestd avaruudesta (X,d) avaruuteen (R, dg) on
jatkuva. (Vinkki: Tarkastele kuvausta H yhdistettyna kuvauksena H = T o F’
sopivalla kuvauksella F'.)

t3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus.

(a) Olkoon A C X epityhja joukko. Osoita, ettd funktio f4: X — R, z — d(z, A),
on jatkuva.

(b) Olkoot A, B C X sellaiset epétyhjat osajoukot, ettd d(A, B) > 0. Osoita, ettd
funktio f: X — R, joka on maéritelty kaavalla
d(z, A)
d(z,A) +d(z,B)’

T —

on hyvin maéritelty.

(c) Osoita, etté (b) kohdan funktio f on jatkuva.

(Huom: Koska reaaliakselin R metriikasta ei ole mainintaa, kdytetdan R:ssd siis
eukliidista metriikkaa dg.) (Vinkki: Kertaa tarvittaessa luku 2.9 Viisildn kirjasta.)

t4. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja C,(X) kaikkien niiden jatkuvien funktioiden
f: X — R joukko, joille pétee sup,cy |f(z)] < co.

(a) Osoita, ettd Cy(X) on vektoriavaruus funktioiden pisteittaisen yhteenlaskun ja
reaaliluvulla kertomisen suhteen.

(b) Olkoon || - ||eo: Cp(X) — R funktio ||f||ec = sup,cx |f(x)]. Osoita, etta || - ||

on normi vektoriavaruudessa Cp(X).

(Vektoriavaruutta Cy(X) kutsutaan X :n rajoitettujen jatkuvien funktioiden avaruu-
deksi.)

t5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus seka olkoot Cy(X) vektoriavaruus ja ||-||oc: Cp(X) —
R normi kuten tehtavésséd t4.. Olkoon d: Cp(X) x Cp(X) — [0, 00[ metriikka
deo(f,9) = ||f — 9]]oo- Olkoon zy € X.

(a) Osoita, etté jokaisella a € X, funktio f,: X — R, joka on maaritelty kaavalla
zr — d(z,a) — d(z,z0), kuuluu vektoriavaruuteen Cy(X). (Vinkki: Hyodynné
Viisalan kirjan lausetta 2.10.)

(b) Osoita, ettd doo(fa, fp) < d(a,b) kaikilla a,b € X.



(c) Osoita, ettd du(fa, fp) > d(a,b). (Vinkki: Laske funktion z — fu(x) — fy(z)

arvo pisteessd a tai b.)

(d) Osoita kohtien (a), (b) ja (c) avulla, ettda kuvaus F': X — Cy(X), joka on maa-
ritelty kaavalla a — f,, on isometria (ja siten erityisesti jatkuva injektio) met-
risestd avaruudesta (X, d) metriseen avaruuteen (Cy(X),ds). (Tamé on Kura-
towskin upotuslause: Jokainen metrinen avaruus voidaan etdisyydet sdailyttien
kuvata normiavaruuden osajoukoksi.)



