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Harjoitus 2

Preppaustehtavat

Naita tehtavid ei kasitelld laskuharjoituksissa.

pl.
p2.

p3.

p4.

p5.

Varmistu, ettd avoimet vélit ]a,b[C R ovat avoimia joukkoja avaruudessa (R, dg).

Varmistu, ettd metriikan d,, kuulat tasossa R? ovat neliéité eli, ettd By ((z,y),r) =
Jr —r, x4+ r[x]y —r,y + 7| kaikilla (z,y) € R? ja r > 0.

Varmistu, ettd osaat osoittaa seuraavat yhtasuuruudet: Olkoon zg = (g, y0) € R?,
r >0 ja L ={xo} x R. Télléin By, (z9,7) N L = Bg,(20,7) N L = By_(20,7) N L =
{zo}x]yo — 7,90 + r[. (Piirrd ainakin kuva tilanteestal)

Varmistu, ettd osaat osoittaa tason R? osajoukon U = {(x,y) € R*: 2 < 0} du-
avoimeksi.

Varmistu, ettd Z C R on diskreetti joukko avaruudessa (R, dg).

Harjoitustehtavit

Ndita tehtdvia kdsitelladn laskuharjoituksissa viikolla 38 (eli 19.-23.9.).

tl.

t2.

t3.

t4.

t5.

Olkoot A = [—1,1] x {0} ja B = {0}x]0, 1] seké olkoon U C R? tason R? dg-avoin
joukko, joka sisaltda joukon A.

(a) Osoita, ettd U N B # @. (Vinkki: Piirrd kuval)

(b) Osoita myds, ettd on olemassa dg-avoin joukko V' C R? joka sisiltdd joukon
B ja jolle patee VN A = @. (Vinkki: Piirrd kuva ja mieti minkélaisia avoimia
joukkoja tunnet.)

Olkoon U = {(z,y) € R?: y < x} tason R? osajoukko.

(a) Osoita, ettd U on avoin tasossa (R? ds) (eli dy-avoin). (Vinkki: Kuva! Tar-
kastele ensin erikoistapausta (z,y) = (2,1). Varaudu arvioimaan.)

(b) Osoita vastaavalla perustelulla, ettd myos joukko V = {(z,y): y < —x} on
do-avoin. (Vinkki: Toinen kuval)

(c) Todista, etti joukko W = {(z,y) € R*: y < |z|} on du-avoin. (Vinkki: Hyo-
dynné kohtia (a) ja (b).)

Olkoot X = ([-1,1] x {0}) U (R\ [-1,1]) x {1}) € R? ja d: X x X — [0,00]
tason R? euklidisen metriikan dg rajoittuma joukkoon X. Onko joukko [—1,1] x
{0} C X avoin joukko metrisessé avaruudessa (X, d)? (Vinkki: Piirrd kuva! Varaudu
arvioimaan.)

Olkoon X = {(1/m,1/n) € R*: m,n € N} U{(1/m,0) € R*: m,n € N} C R?. Etsi
avaruuden (X, d) erakkopisteet, kun d on jélleen euklidisen metriikan dg rajoittuma
joukkoon X. (Vinkki: Piirrd kuva! Varaudu jélleen arvioimaan.)

Olkoon X joukko ja olkoot d: X x X — [0,00] ja d': X x X — [0,00[ sellaisia
metriikoita joukossa X, joille seuraava ehto on voimassa: kaikilla x € X ja r > 0
on olemassa sellaiset luvut s > 0 ja t > 0, ettd By(z,s) C Bg(x,r) ja By(z,t) C
By(z, 7). Osoita, etta joukko U C X on d-avoin, jos ja vain jos se on d’'-avoin.



