Stationaariset aikasarjat
Viikko 8, 24.11.2016
Ratkaisuehdotukset

1. Prosessin méaérittelyn nojalla E(y;) = E(htl/Qst) = E(h;/2)E(Et) = 0, missd viimeinen yhta-
suuruus seuraa riippumattomuudesta. Tésté seuraa, etté kaikilla j > 0
COV(Z‘/t,yt—j) = E(ytyt j)
/2 ,1/2
E(hy*eihy%ei;)
1/2,1/2
E(hi*hy%e_;)E(e)
0.

Prosessi y; on siis autokorreloimaton.

2. (i) Tehtdvdanannon vihjeen ja kurssimonisteessa esitetyn tuloksen E;_1(y;) = 0 perusteella
saadaan véite osoitettua, silla

E(yt|yt—2, Yt—4, - - ) = E(E(yt|yt—1, Yt—2, - - -)|yt—2, Yt—4, - - )

= E(Et—l(yt)|yt—27yt—4a .- )
=0.

(ii) Aloitetaan selvittdmélld odotusarvo E(y:). Tatd varten esitetdén prosessi y; sellaisessa
muodossa, ettd saadaan ehdollistavat satunnaismuuttujat nékyviin, eli

ye = h%e,
= (wtay; ) e
= (w+ a(hi/iee 1)) %,
= (w+alw+ ayf y)e; 1) e
= (Wl +agi ) + ®y}sef 1)) e

Tehtévin ensimmaéisen osan perusteella tiedetdén, ettd E(y:|yi—o2, yi—a,...) = 0, joten

Var(ye|yi—2, Yi—a,---) = E(ytlyt 2, Yt—dy )
= E[(w(l +agf_y) + ®y; ot 1))etlyi—2,Yi—as - -]
= E(w(l + agf_1)yt—2,Yi-4, - - )E(})
+ B(e®y; o8t 1lyt—2,yi-4, - )E(})
=w(l+a)+a’y,

3. (i) Logaritmoitu ja differensoitu sarja on esitetty kuvassa 1. Samassa kuvassa esitettyjen au-
tokorrelaatiokuvien perusteella ei voi sanoa sopivimman ARMA-mallin asteista mitdan
aivan varmaa, mutta pienten autokorrelaatioiden ja hitaasti (jos ollenkaan) vaimenevan
osittaisautokorrelaatiofunktion perusteella mahdollisesti MA (1), MA(2) tai jokin pie-
niasteinen ARMA-malli voisi olla sopiva. Taulukossa 1 esitettyjen informaatiokriteerin
arvojen perusteella joko MA(2) tai ARMA(1,1) voisivat olla sopivimmat.
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Kuva 1: Treasury-aineiston logaritmoitu ja differensoitu aikasarja sekd sen auto- ja osittaisauto-
korrelaatiot.

ARMA(0,0) -1701.473
ARMA(0,1) -1754.228
ARMA(0,2) -1759.661
ARMA(1,0) -1737.458
ARMA(1,1) -1759.657
ARMA(1,2) -1757.754
ARMA(2,0) -1752.638
ARMA(2,1) -1757.729
ARMA(2,2) -1755.686

Taulukko 1: Logaritmoidulle differensoidulle Treasury-aineistolle estimoitujen ARMA-mallien
AICC-arvoja.

(ii) Estimoidaan aineistolle ARMA(1,1)-malli edelld tehtyjen tarkasteluiden perusteella. Ku-
vassa 2 on esitetty mallin residuaalien kvantiilikuvio seké auto- ja osittaisautokorrelaa-
tiokuvat. Kuvien perusteella residuaalit ovat autokorreloimattomat, mutta niiden ne-



lidihin j&a autokorrelaatiota pienille viiveille. Testataan tata viela McLeod-Li testilla,
jonka tulokset on esitetty taulukossa 2. Taulukon tulosten perusteella on syytéd uskoa,
ettd residuaalien neliét ovat autokorreloituneita. Vastaavat testitulokset mallille MA (2)
on esitetty taulukossa 3, josta ndhdéén, ettei myoskédén vaihtoehtona tarkasteltu malli
MA(2) riita ehdollisen heteroskedastisuuden huomioimiseen.

Normal Q-Q Plot
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Kuva 2: Logaritmoituun ja differensoituun Treasury-aineistolle estimoidun ARMA(1,1)-mallin re-
siduaalien diagnostiikkaa



Viiveet 5 10 15 20

Testisuure 25.34 4597 56.5 68.15
Vapausasteet 5 10 15 20
p-arvo 0 0 0 0

25
80.89
25

0

Taulukko 2: McLeod-Li -testisuureen arvoja Treasury-aineiston logaritmien differensseille estimoi-
dulle ARMA (1,1)-mallille.

Viiveet 5 10 15 20
Testisuure 23.32 43.53 53.85 65.58
Vapausasteet 5 10 15 20
p-arvo 0 0 0 0

25
78.3
25

0

Taulukko 3: McLeod-Li -testisuureen arvoja Treasury-aineiston logaritmien differensseille estimoi-
dulle ARMA(0,2)-mallille.

4.

(i) Logaritmoitu ja differensoitu Exchange-sarja ja sen auto- ja osittaisautokorrelaatiokuvat
on esitetty kuvassa 3. Edellisen tehtdvén tapaan auto- ja osittaisautokorrelaatiokuvien
perusteella ei aivan varmaksi voida sanoa mikd malli sopisi aineistoon parhaiten. Osit-
taisautokorrelaation voi ajatella vaimenevan jossain méarin hitaasti ja autokorrelaatio-
funktio taas on selvésti nollasta poikkeava viiveelld 1 ja jotain pienempéé viiveelld 2,
joten MA (1) tai MA(2) voisivat olla sopivia arvauksia. Lasketaan varmuudeksi informaa-
tiokriteerin AICC arvot kaikilla kombinaatioilla p = 0,...,3 ja ¢ = 0,...,3. Tulokset
on esitetty taulukossa 4, josta nihddin, ettd MA(2) voisi tosiaankin olla varteenotet-
tava vaihtoehto. Liséksi (hieman yllattden) ARMA(2,3) nédyttéisi informaatiokriteerin
mielessa hyvéilta vaihtoehdolta.
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Kuva 3: Exchange-aineiston logaritmoitu ja differensoitu aikasarja seké sen auto- ja osittaisauto-
korrelaatiot.



ARMA(0,0) -2443.031
ARMA(0,1)  -2520.349
ARMA(0,2)  -2518.39
ARMA(0,3) -2516.533
ARMA(1,0) -2511.384
ARMA(1,1) -2518.396
ARMA(1,2) -2516.714
ARMA(1,3) -2515.124
ARMA(2,0)  -2515.2

ARMA(2,1) -2516.497
ARMA(2,2) -2514.947
ARMA(2,3) -2523.816
ARMA(3,0) -2518.285
ARMA(3,1) -2516.304
ARMA(3,2) -2514.706
ARMA(3,3) -2517.247

Taulukko 4: Logaritmoidulle ja differensoidulle Exchange-aineistolle estimoitujen ARMA-mallien
AICC-arvoja.

(ii) Estimoidaan molemmat edellisesséi kohdassa arvatut mallit, eli MA(2) ja ARMA(2,3).

Residuaalisarjat auto- ja osittaisautokorrelaatioestimaatteineen on esitetty vastaavassa
jarjestyksessé kuvissa 4 ja 5.
Molemmat mallit saivat autokorrelaation suodatettua aineistosta pois, mutta yhtélailla
molempien mallien residuaalien nelidissa on autokorrelaatiota havaittavissa. Taulukoissa
5 ja 6 esitetyt McLeod-Li testisuureiden arvot tukevat visuaalisen tarkastelun tuloksia.
Testisuureiden perusteella ARMA(2,3) voisi olla aavistuksen sopivampi malli, mutta
molemmilla residuaalien neliét ovat vahvasti autokorreloituneita kaikilla testatuilla vii-
veilla.
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Kuva 4: Logaritmoituun ja differensoituun Exchange-aineistolle estimoidun MA(2)-mallin residu-

aalien diagnostiikkaa




Viiveet 5 10 15 20 25
Testisuure 41.01 53.53 55.25 7281 T74.01
Vapausasteet ) 10 15 20 25
p-arvo 0 0 0 0 0

Taulukko 5: McLeod-Li -testisuureen arvoja Exchange-aineiston logaritmien differensseille estimoi-
dulle ARMA (0,2)-mallille.
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Kuva 5: Logaritmoituun ja differensoituun Exchange-aineistolle estimoidun ARMA(2,3)-mallin re-
siduaalien diagnostiikkaa



Viiveet 5 10 15 20 25
Testisuure 32.58 44.46 46.89 67.95 68.62
Vapausasteet 5 10 15 20 25
p-arvo 0 0 0 0 0

Taulukko 6: McLeod-Li -testisuureen arvoja Exchange-aineiston logaritmien differensseille estimoi-
dulle ARMA (2,3)-mallille.



