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Ratkaisuehdoitukset

1. Olkoon xt ja zt kuten tehtävänannossa ja merkitään yt = xt + zt. Tällöin

E(yt) = E(xt) + E(zt)

ja

γh = Cov(yt, yt+h)
= E(ytyt+h)− E(yt)E(yt+h).

Koska

E(yt)E(yt+h)

=E(xt + zt)E(xt+h + zt+h)

=E(xt)E(xt+h) + E(xt)E(zt+h) + E(zt)E(xt+h) + E(zt)E(zt+h)

ja

E(ytyt+h) = E(xtxt+h) + E(xtzt+h) + E(ztxt+h) + E(ztzt+h),

Termejä yhdistämällä saadaan

γh = Cov(xt, xt+h) + Cov(xt, zt+h) + Cov(zt, xt+h) + Cov(zt, zt+h)
= Cov(xt, xt+h) + Cov(zt, zt+h).

Summan odotusarvo ja kovarianssifunktio riippuvat vain prosessien xt ja zt vastaavista.
Koska xt ja zt ovat heikosti stationaarisia, on tällöin myös niiden summa heikosti
stationaarinen.

2. (i) Olkoon tehtävänannon mukaisesti yt = φyt−1+ εt, missä |φ| > 1 ja ε ∼ iid(0, σ2).
Rekursiivisesti sijoittamalla (tai kurssimonisteen perusteella) saadaan

yt = −
∞∑
j=1

φ−jεt+j .

Tästä muodosta nähdään, että E(yt) = 0. Innovaatiotermit ovat riippumattomia
ja samoin jakautuneita, joten odotusarvon lineaarisuuden nojalla pätee

γh = E

( ∞∑
i=1

φ−iεt+i)(

∞∑
j=1

φ−jεt+h+j)


=

∞∑
i=1

E

φ−iεt+i( ∞∑
j=1

φ−jεt+h+j)


=

∞∑
j=1

φ−2j−hE(ε2t )

= σ2
∞∑
j=1

φ−2j−h

= σ2 φ
−2−h

1− φ−2

= σ2 φ−h

φ2 − 1
.



(ii) Oletetaan |φ| < 1. Kurssimonisteen mukaan autokovarianssifunktio on tällöin

γh = σ2 φh

1− φ2

=

(
σ

φ

)2

(
1
φ

)−h
(

1
φ

)2
− 1

,

missä oletuksen nojalla |1/φ| > 1. Edellisen tehtävän perusteella nähdään, että
autokovarianssifunktio on sama kuin ei-kausaalisen AR(1)-prosessin, jolla on AR-
kerroin 1/φ ja virhevarianssi σ2/φ2.

3. Kirjoitetaan ARMA(1,1)-prosessi käyttäen viivästysoperaattoria B

1 + θB

1− φB
= ψ(B),

mistä kertomalla (1− φB):llä saadaan

1 + θB = (1− φB)ψ(B)

= (1− φB)(ψ0 + ψ1B + ψ2B
2 + . . .)

= ψ0 + (ψ1 − φψ0)B + (ψ2 − φψ1)B
2 + . . .

Tehtävänannon vihjeen mukaisesti asettamalla kertoimet yhtäsuuriksi saadaan yhtälöt

ψ0 = 1

ψ1 − φψ0 = θ

ψ2 − φψ1 = 0

ψ3 − φψ2 = 0
...

.

Rekursiivisesti sijoittamalla saadaan

ψ0 = 1

ψ1 = θ + φ

ψ2 = φ(θ + φ)

ψ3 = φ2(θ + φ)

...

Siis

ψj =

{
1, j = 0

φj−1(θ + φ), muulloin.

Sijoittamalla nähdään, että tapauksessa θ = −φ pätee ψj = 1 kun j = 0 ja muutoin
ψj = 0. Lisäksi koska yt = εt saadaan

γh =

{
σ2, h = 0

0, muulloin.

4. Olkoon yt satunnaiskulku yt = yt−1+εt, missä ε ∼ iid(0, σ2) ja y0 =. Havaitaan ensin,
että

y = T−1
T∑
t=1

yt = T−1
T∑
t=1

t∑
j=1

εj = T−1
T∑
t=1

(T − t+ 1)εt,



mistä odotusarvon lineaarisuuden nojalla nähdään, että E(y) = 0. Lisäksi innovaatio-
termien riippumattomuuden nojalla

Var(T−1
T∑
t=1

(T − t+ 1)εt) = T−2
T∑
t=1

Var((T − t+ 1)εt)

=

∑T
t=1(T − t+ 1)2

T 2
σ2

≥ T

3
σ2,

missä epäyhtälö seuraa tuloksesta

T∑
t=1

(T − t+ 1)2 =
T 3

3
+
T 2

2
+
T

6
≥ T 3

3

kaikilla T ≥ 0. Tästä nähdään, että y:n varianssi kasvaa rajatta, kun T →∞.


