MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Raja-arvot 2016

Tehtavit 6 A ja L
10.10. alkavalle viikolle

Alkuviikon tehtivat Al, A2; A3, A4 ja A5 Jatkamme lukujonojen
raja-arvojen ja suppien ja infien parissa.

A1 Osoita, etté
n®—5 B

im =
n—00 77,2 —+ 3

A2 Osoita, etta
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lim

= —0OQ.
n—oon2 — 3

A3 Madritelladn lukujono (x,,) ehdoilla 1 = 3 ja

1
Tpy1 = 5(1;” + VZy).

(a) Osoita, ettd jono suppenee osoittamalla, ettd se on alhaalta rajoitettu
ja laskeva (vihenevé).
(b) M&arita jonon raja-arvo.

A4 Miaritd inf A ja sup A, missé

A={zeR|l<z<2tal3 <x <4}

A5 Oletetaan, ettd x, — 3 ja y, — oo kun n — oo. Osoita, ettd x,, +
Yn — 00 kun n — oo. Huomaa, ettd kurssilla ei ole lausetta, jota voisi téssé
soveltaa. Tehtavéssa taytyy tyoskennelld siksi méadritelmien pohjalta.

Loppuviikon tehtaviat L1, L2; L3, L4 ja L5 Alamme maistella funt-
kion raja-avoa. Funktion jatkuvuus ja derivoituvuus ovat sovelluksia raja-
arvon késitteesté.



Funktio f on jatkuva kohdassa xq, jos f(x) — f(xo) kun z — x.
Funktio f on derivoituva kohdassa xy ja sen derivaatta on reaaliluku A,

jos
fa) = f)
T — Zo

kun x — z.

L1 Oletetaan, ettd A ja B ovat epéatyhjia ylhdélta rajoitettuja reaalilu-
kujoukkoja. Merkitdédn a = sup A ja b = sup B. Osoita, etti

a+b=sup{zr+y|zreAjaye B}

L2 Tarkastellaan lukujonoa (x,). Oletetaan, etta kaikilla n € Ny pétee
x, > 0. Osoita tarkasti, ettd seuraavat ovat yhtapitavii.

(a) x, — 0 kun n — oo.

(b) ﬁ—ﬂ)@kunn—)oo.

L3 Osoita funktion raja-arvon méaritelméan perusteella, etté

r+3 2

_>
r+5 3

kun z — 1.

L4 Todista funktion raja-arvon ja jatkuvuuden méaéritelmén avulla, et-
ta ehdolla f(z) = |x| médritelty funktio f:R — R on jatkuva jokaisessa
kohdassa xy € R. Tarkastele erikseen tapauksia xo < 0, xg = 0 ja x¢ > 0.

L5 Oletetaan, ettd funktio g:R — R toteuttaa kaikilla x € R ehdon
lg(z)] < 3. Mairitelldén funktio f:R — R ehdolla f(z) = z?g(z). Osoi-
ta funktion raja-arvon ja derivaatan méadritelmien avulla, ettd funktio f on
derivoituva kohdassa xy = 0.



