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Harjoitus 6 — Ratkaisuehdotuksia

L1.

L2.

Oletetaan, ettd A ja B ovat epatyhjia ylhaalté rajoitettuja reaalilukujoukkoja. Mer-
kitddn a = sup A ja b = sup B. Osoita, etta

a+b=sup{z+y|z e Ajayec B}.

Ratkaisu:

Merkitaan C':11a tehtavanannossa mainittua joukkoa, jonka supremumia nyt halutaan
tarkastella, eli C = {z +y | 2 € Ajay € B}. Halutaan siis osoittaa, ettd a + b =
sup C'.

Joukot A ja B ovat epityhjia ja ylhaélta rajoitettuja, joten joukko C' on epéatyhja ja
ylhéalta rajoitettu. Siis on olemassa sup C'. Supremumin méaritelmén nojalla kaikilla
x € A patee v < sup A = a ja kaikilla y € B péitee y < sup B = b. Taten summalle
T +y patee

r+y<supA-+supB=a-+b,

eli a 4+ b on jokin ylaraja joukolle C'. Supremumin méaritelmédn mukaan a + b on
joukon C' supremum, jos a + b on myo6s pienin yléraja.

Oletetaan, ettd ¢ = supC = a + b — h jollakin h > 0. Valitaan x;, € A ja y, € B
siten, etta xj, >a—% ja yp >b—%. Nyt zp +yn € C ja

h h
xh+yh>a—§+b—§:a+b—h:c,
joten mikaan lukua a 4+ b pienempi luku ei voi olla joukon C' ylaraja, eli oletus
supC' = a+b— h ei voi pitdaa paikkansa. Tésté ja tiedosta, ettd a + b on joukon C'
ylaraja, seuraa supC = a + b.

Tarkastellaan lukujonoa (x,). Oletetaan, ettéd kaikilla n € N pétee x,, > 0. Osoita
tarkasti, etta seuraavat ovat yhtapitavia.

(a) z, — 0 kun n — oo.

(b) i—>ookunn—>oo.

Ratkaisu:

(1) Oletetaan ensin, ettd a-kohta pditee, ja todistetaan, ettd talloin myos b-kohta patee:

Pohdintaa: Halutaan siis todistaa, etta xi — 00, kun n — oo. Taméa tarkoittaa

maaritelman mukaan, etta jokaista reaalilukua M kohti on olemassa positiivinen ko-
konaisluku K, jolla xi > M, kun n > K. Oletetaan siis, etta M on jokin reaaliluku,
ja osoitetaan, etta halutunlainen positiivinen kokonaisluku K on olemassa.

Nyt oletetaan siis, etta a-kohta patee, eli etta x, — 0, kun n — oco. Lukujonon raja-
arvon maaritelman mukaan taméa tarkoittaa, etta jokaista € > 0 kohti on olemassa

positiivinen kokonaisluku K, jolla
|z, — 0] <&, kunn > K.

Tarkastellaan nyt mééritelméan ytimessa olevaa epayhtaloa |z, — 0] < . Se on yhté-
pitavésti |z, | < € ja koska tehtdvanannossa on sanottu, etta x, > 0 kaikilla n € Ny,



ja positiivisen luvun itseisarvo on luku itse, niin itseisarvomerkit voidaan poistaa eli
saadaan z, < ¢.

Nyt koska z, > 0 ja € > 0, niin edelld saatu epéayhtdlo x, < ¢ voidaan jakaa
puolittain luvuilla z, ja € ja epayhtdlon suunta sailyy. Télloin saadaan

1 1 o1 1
—<— eli —>-.
IS T, €

Tamaé on jo hyvin lahella haluttua epayhtaloa i > M. Nyt kun valitaan

1

°T max{M, 1}’

niin edellisen ¢e:ia koskevan epayhtalon ja siihen liittyvan raja-arvon méaritelmén
nojalla saadaan, ettd on olemassa positiivinen kokonaisluku K, jolla

1 1 1
— > - = ——— =max{M,1} > M, kun n > K.
Tn € max{M,1}

Siis on olemassa positiivinen kokonaisluku K, jolla é > M, kun n > K, ja timéa

oli se, mita haluttiin todistaa. (Huomaa, ettei voitu valita vain & = ﬁ, koska M voi
olla negatiivinen tai nolla, ja raja-arvon méaritelméan mukaan luvun € on oltava aina
positiivinen.)

Todistus: Olkoon M jokin reaaliluku. Valitaan luvuksi K sellainen positiivinen ko-
konaisluku, jolle patee |z, — 0] < m, kun n > K. Oletetaan, ettda n > K.

Edellisen pohdinnan nojalla nyt patee i > M. Siis i — 00, kun n — oo.

(2) Oletetaan nyt, ettd b-kohta pdtee, ja todistetaan, ettd talloin myds a-kohta patee:

Pohdintaa: Halutaan siis todistaa, ettda x, — 0, kun n — oo. Tama tarkoittaa
lukujonon maaritelman mukaan, etté jokaista € > 0 kohti on olemassa positiivinen
kokonaisluku K, jolla |z, — 0] < ¢, kun n > K. Oletetaan siis, ettd € > 0 on jokin
luku, ja osoitetaan, ettd halutunlainen positiivinen kokonaisluku K on olemassa.

Nyt oletetaan siis, ettd b-kohta pétee, eli etta zi — 00, kun n — oo. Méaritelmén
mukaan tama tarkoittaa, ettd jokaista reaalilukua M kohti on olemassa positiivinen
luku K, jolla

1
— > M, kunn > K.
Tp

Toisaalta 1. kohdassa osoitettiin, ettd todistettava epayhtald |r, — 0] < £ on yh-

tapitava epayhtalon xi > é kanssa ja tdama muistuttaa jalleen laheisesti aiemman

virkkeen epéayhtaloa xi > M.

Nyt kun valitaan M = 1, niin oletuksesta saadaankin, ettd on olemassa positiivinen

luku K, jolla )

1 1
—>M=—- kunn > K.
Tn €

Siis toisin sanoen on olemassa positiivinen luku K, jolla

1 1

— > —, kunn > K.

Tn, €

Tamaén todistettiin 1. kohdassa olevan olevan yhtapitava sen kanssa, etté on olemassa
positiivinen kokonaisluku K, jolla |z, — 0| < e, kun n > K, ja tdméi oli se, mita
haluttiin todistaa.
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Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan luvuksi K sellainen positiivinen kokonaisluku, jolle
patee z, > %, kun n > K. Oletetaan, ettd n > K. Edellisen pohdinnan nojalla nyt
patee |z, — 0| < €. Siis raja-arvon madritelman nojalla z, — 0, kun n — oo.

Nyt ollaan siis osoitettu, ettd a-kohdasta seuraa b-kohta ja ettd b-kohdasta seuraa
a-kohta. Tamaé tarkoittaa, ettda a- ja b-kohta ovat yhtapitavia.

Osoita funktion raja-arvon madritelméan perusteella, etta

T+ 3 2
% —_
Tr+95 3
kun x — 1.
Ratkaisu:
Pohdintaa: Funktion raja-arvon maéaaritelman perusteella “i—ig — %, kun z — 17
tarkoittaa samaan kuin “jokaista € > 0 kohti on olemassa 6 > 0, jolla |% — §| <e,

kun 0 < |z —1| < 6. Oletetaan siis ensin, ettd £ > 0 on jokin luku, ja etsitddn sopiva
0 > 0, jolla méaritelméan ehdot toteutuvat.

Lahdetaén liikkeelle tarkastelemalla méaritelmén ytimessé olevan epayhtalon vasenta
puolta i—ig — %| , jonka siis halutaan olevan pienempi kuin ¢. Lavennetaan ensin itsei-
sarvomerkkien sisalléd olevat murtolausekkeet samannimisiksi, jotta samaan tapaan
kuin lukujonojen raja-arvojen kanssa itseisarvomerkkien sisille saadaan jadmaan vain

yksi murtolauseke:

3r+9—22—-10
3(x+5) 3(x+5H) 3(z+5)
x—l‘ e =1 Jz—=1]  Jz=1] 1|z —1]

x+5_§: B

‘x+3 2 3(x+3) 2@+5)| |3x+9 2z+10|
3(x+5) 3(x+5)| B

_w%x+®

3@ +5)|  Bllz+5  3lz+5  3|x+5]

Liséksi itseisarvo jaettiin erikseen osoittajaan ja nimittajaén, kuten itseisarvon las-

kusadantojen mukaan on sallittua, ja % otettiin eteen kertoimeksi.

Funktion kéytokselld on raja-arvon kannalta merkitysta vain tarkasteltavan pisteen
(tassa tapauksessa x = 1) lahistolla, silld nyt pohditaan, ettd kun z ldhestyy lukua

1, niin ldhestyyko i—ig lukua 2. Voidaan siis rajoittua tarkastelemaan vain luvun

3
1 lahistod. Téastd on hyotya, kun halutaan arvioida edella saatua lauseketta %}i;é}
ylospain. Muuttuja x kannattaa nyt rajoittaa maksimissaan 1:n etaisyydelle luvusta
1, jotta saadaan taattua, ettd se on positiivinen, jolloin murtolausekkeen nimittéjasta
saadaan poistettua itseisarvomerkit ja lauseketta saadaan arvioitua ylospéin:
Llz—1] 1lz—1] 1lz—1] 1

- =—|z—1].
3e+5 3z+5 3 5 15

Jos tdma saadaan pienemmaksi kuin ¢, niin alkuperéainen lausekekin on sita pienempi
eli tarkastellaan epayhtaloa 1—15 |r—1| < e. Tama saadaan kertomalla puolittain 15:114
muotoon |r — 1| < 15¢. Nyt siis halutaan, ettd tamé pétee, kun 0 < |z — 1] < 4.
Luku ¢ on siis valittava sellaiseksi, etté sille patee § < 15¢.

Edella mainittiin, ettd muuttuja x halutaan rajoittaa maksimissaan 1:n etiisyydelle
luvusta 1. Kéytdnnossa tdma tapahtuu valitsemalla luvun § arvo silla tavalla, etta
sille patee o < 1. Talloin alussa mainitun raja-arvon méaritelmén mukaan

lr—1]<d<1
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eli [t —1| <1 eli z > 0. Valitaan nyt siis 6 = min{15¢,1}. Néin ollaan taattu, etti
§<1ijaéd<l5e.

Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan 6 = min{15¢, 1} ja oletetaan, ettd 0 < |z — 1| < ¢.
Edellisen pohdinnan nojalla saadaan

3 2 1 1 1
v <—lr—1<=6< — - 1be=¢.

x+5 3| 15 15 ~ 15
Siis funktion raja-arvon maritelmén nojalla 242 — 2 kun z — 1.

Todista funktion raja-arvon ja jatkuvuuden mééritelméan avulla, ettd ehdolla f(x) =
|z| méaaritelty funktio f: R — R on jatkuva jokaisessa kohdassa zq € R. Tarkastele
erikseen tapauksia xo < 0, xg =0 ja 2o > 0.

Ratkaisu:
(1) Tapaus xy > 0:

Pohdintaa: Jatkuvuuden maéaritelmadn mukaan funktio f on jatkuva kohdassa zg,
jos f(x) = f(zo), kun & — g, eli funktio ldhestyy omaa arvoaan kyseisessé koh-
dassa. Nyt tarkasteltava funktio on f(x) = |z| eli raja-arvon méaaritelmaé kédyttaen
tdmén funktion jatkuvuus tarkoittaa sitéd, ettd jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa
d >0, jolla “x| — |:1:0|‘ < e, kun 0 < |z — xo| < §. Oletetaan siis, ettd € > 0 on jokin
luku, ja etsitdén sopiva 6 > 0, joka tayttaa ehdon.

Tarkastellaan médritelmén e-epayhtélon vasenta puolta ‘|x| — |0 ‘ Nyt todistetaan

tapausta zy > 0 eli lauseke saadaan muotoon ‘|a:\ — :1:0‘. Lisaksi muuttuja = voidaan
rajoittaa edellisen tehtédvan tapaan luvun xg ldhistolle siten, ettd saadaan = > 0.
Kéytdnnossa tdméa tapahtuu edellisen tehtévin tapaan valitsemalla o, jolle péatee
0 < xo. Nyt tutkailtavaa lauseketta saadaan siis yksinkertaistettua edelleen:

’|x| — xo‘ = |z — x|

Haluttiin siis 16yté4 6 > 0, jolla tdma juuri saatu |x —zo| < e, kun |z—xz0| < §. Luku
0 on siis valittava sellaiseksi, etté sille patee § < e. Lisdksi haluttiin, ettd § < xzq, eli
valitaan ¢ = min{e, zo}. Nyt halutunlainen § ollaan siis 16ydetty ja tapaus xg > 0
on todistettu.

Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan ¢ = min{e, x¢} ja oletetaan, ettd 0 < |z — x| < 6.
Edellisen pohdinnan nojalla saadaan

‘|$| - |950|’ = |z — x9] < d =min{e, 2o} < e.

Siis funktion raja-arvon maaritelmén nojalla |z| — |zo|, kun = — zg, eli funktio on
jatkuva kohdassa xg.

(2) Tapaus xo=0:

Pohdintaa: Tarkastellaan edellisen tapauksen tapaan raja-arvon maaritelman e-epayhtalon

vasenta puolta “:v| — |zo| ’ . Nyt todistetaan tapausta xy = 0 eli lauseke saadaan muo-
toon
2] = 0 = ||2l| = |2| = |& = 0] = |z — mo].
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Télle halutaan jilleen 16ytdd § > 0, jolla tdma |x — xo| < &, kun |x — zo| < . Nyt
voidaan siis valita 0 = €. Télla kertaa muuttujaa x ei tarvinnut rajoittaa, joten tdma
riittda todistamaan tapauksen.

Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan 0 = ¢ ja oletetaan, ettd 0 < |x —xo| < . Edellisen
pohdinnan nojalla saadaan

2] = |zol| = |z — 20| <5 =e¢.

Siis funktion raja-arvon maéadritelman nojalla |x| — |zo|, kun  — =z, eli funktio on
jatkuva kohdassa xg.

(3) Tapaus xo < 0:

Pohdintaa: Tarkastellaan edellisten tapausten tapaan raja-arvon maéaaritelméan e-
epayhtalon vasenta puolta ’|a:| — |x0|’. Nyt todistetaan tapausta xy < 0 eli lauseke
saadaan muotoon
2] = (—20)| = [|2] + o]

Lisaksi muuttuja = voidaan rajoittaa samaan tapaan kuin edelld luvun x( lahistolle
siten, ettd saadaan x < 0 (pienemmdksi kuin 0 talld kertaa, koska xy < 0). Kéay-
tannossa tamé tapahtuu nyt valitsemalla 0, jolle pétee 0 < |zg|. Talloin tutkailtavaa
lauseketta saadaan siis yksinkertaistettua edelleen:

2] + 20| = | = 2+ @o| = | = (x — wo)| = |& — 0.

Haluttiin siis 16ytda ¢ > 0, jolla tdma juuri saatu |z —zo| < €, kun |z—xz¢| < . Luku
d on siis valittava sellaiseksi, etté sille patee § < e. Lisdksi haluttiin, ettd 0 < |z,
eli valitaan § = min{e, |zo|}. Nyt halutunlainen ¢ ollaan siis 16ydetty ja viimeinen
tapaus zg < 0 on todistettu.

Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan ¢ = min{e, ||} ja oletetaan, ettd 0 < |z —zo| < §.
Edellisen pohdinnan nojalla saadaan

2] = [aol] = & = o] < & = min{e, ||} <.

Siis funktion raja-arvon madritelméan nojalla |x| — |zo|, kun  — xo, eli funktio on
jatkuva kohdassa xg.

Oletetaan, ettd funktio g: R — R toteuttaa kaikilla # € R ehdon |g(z)| < 3.
Madritellidn funktio f: R — R ehdolla f(x) = x2g(z). Osoita funktion raja-arvon
ja derivaatan méaaritelmien avulla, ettd funktio f on derivoituva kohdassa zy = 0.

Ratkaisu:

Pohdintaa: Derivaatan méaaritelman mukaan funktio f on derivoituva kohdassa xg
ja sen derivaatta on reaaliluku A, jos

f(@) — f(o)

T — 2o

— A,

kun r — zo. Nyt tarkasteltava funktio on siis f(x) = x2g(x). Jotta derivaatan ole-
massa oloa eli derivoituvuutta voidaan tarkastella maaritelmén perusteella on kek-
sittava, mika derivaatan arvo A on. Monesti tita ei voida tietdd etukateen, vaan on



kokeiltava eri arvoja, kunnes loydetdan oikea. Tassa tapauksessa hyvéa arvaus olisi,
ettd kyseinen derivaatan arvo A kohdassa 0 olisi 0, silld funktiossa f on kertoi-
mena 22, jonka derivaatta kohdassa 0 on 0. Kokeillaan siis, saadaanko derivaatan
méaaritelmé toimimaan, kun A = 0.

Kéyttamalla funktion raja-arvon maéritelmaéd derivaatan méaaritelmé saadaan muo-
toon: jokaista € > 0 kohti on olemassa o > 0, jolla

2’g(x) — 0%9(0)

-0
x—0

<e,

kun 0 < |x — 0| < 4. Oletetaan siis, ettd ¢ > 0 on jokin luku, ja etsitdan sopiva
0 > 0, joka tayttda ehdon.

Nyt méaritelmén e-epayhtalon vasenta puolta saadaan muokattua seuraavalla taval-

2?g(z) — 0%9(0)
z—0

I rg(a)| = fallg(e)] < -3

_0|:

Viimeisessd kohdassa on kaytetty tehtdvanannon tietoa: |g(x)| < 3 kaikilla = € R.

Haluttiin siis 16ytédé 0 > 0, jolla talle juuri saadulle |z| - 3:lle patee |z| -3 < e, kun
|z — 0] <6 eli kun |z| < 6. Nyt voidaan siis valita § = 5. Halutunlainen ¢ ollaan
siis 16ydetty ja raja-arvon méaritelméa ollaan siten saatu osoitettua todeksi. Funktio
f on siis derivoituva kohdassa = 0, miké oli se, mita haluttiin todistaa. Liséksi sen
derivaataksi osoittautui kuin osoittautuikin arvattu A = 0.

Todistus: Olkoon & > 0. Valitaan § = £ ja oletetaan, ettd 0 < |z — 0| < J. Edellisen
pohdinnan nojalla saadaan

‘f(x) — f(0) o‘ _ |#?g(x) — 0%9(0)
z—0 x—0

—0 §3\x|:31x—oy<35:3§:g.

Siis funktion raja-arvon mééritelman nojalla

fz) = f(0)

— 0, kun z — 0,
x—0

eli funktio f on derivoituva kohdassa 0 ja sen derivaatta on 0 siina.



