HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Raja-arvot, syksy 2016
Harjoitus 5 — Ratkaisuehdotuksia

L1. Oletetaan, etta x,, > 0 kaikilla n ja ettd x, — a kun n — oco. Osoita, etté

VT, = Va.

Ratkaisu: Pohdintaa:

Arvioidaan etaisyytté

(/e + VA — V)
W—ﬁ" (Vi + va)
-
. |$n_a|
 VEtVa

[z, — al

Ja

Tama arvio pétee vain, kun a # 0. Tutkitaan tapaus a = 0 myohemmin erikseen.

Koska x, > 0 kaikilla n € N, niin a > 0.

Huomataan yhtapitavyys:

|z, — al

Ja

<e& |, —al < ae

Todistus tapaus a > 0:
Olkoon € > 0. Valitaan kynnys K € N siten, etté kaikilla n > K patee

|z, — a| < ev/a.

Talloin kaikille n > K pétee

|zn — a <\/55:€
Vi < Va

‘\/:En - \/a’ S
Siis /T, — v/a, kun a > 0.

Pohdintaa tapaus a = 0:

Arvioidaan etaisyytté



L2.

V/an — Val = [/ — 0]
~ |V
N

Huomataan yhtéapitavyys:
VI, < &S x, < 2

Todistus tapaus a = 0:

Olkoon € > 0. Valitaan kynnys K € N siten, ettd kaikille n > K pitee |z, — 0| < &
Nyt kaikille n > K pétee

IVZn = 0| = VT = \/|2n — 0| < V2 = ¢
Siis \/x, — v/a, kun a = 0.

Siis /T, — \/a.
Oletetaan tunnetuksi, etté
1 n
(1 + ) —e
n
kun n — oo. Selvitd tdmén ja edellisen tehtavin perusteella
tim (1+ ! )
im — ] .
n—00 on

Edellisen tehtdvan tuloksesta on apual

Ratkaisu:

Luvun e mééaritelman mukaan

lim <1 + 1) = e.
n—oo n

Merkitéddn z, = (1 + +)". Tutkitaan lukujonoa y, = (1 + 3)*". Témé lukujono

on lukujonon =z, osajono, silld y, = x9, kaikilla n € N. Koska x, suppenee kohti

raja-arvoa e, lauseen 2.2.12 perusteella nyt myos y, suppenee kohti raja-arvoa e, eli
1 2n

I <1 ) —e.

1im + 5 €

n—oo n

Lukujonon (y,) suppenemisen kohti lukua e voisi myos osoittaa samaan tapaan kuin
tehtavissa A3.

Haluamme kéyttaa tata tietoa hyviaksemme, joten muokataan tehtavinannon lause-
ketta sellaiseen muotoon, jossa nakyy haluttu lauseke:

(g = (0 g) ) =)




L3.

L4.

Ensimmaéinen yhtasuuruus pétee, silla selvésti patee (1 + %)" > 0 kaikilla n € N.

Tehtéavassa L1 olemme osoittaneet, etta, jos x,, > 0 kaikilla n € N ja x, — a, kun
n — 0o, niin patee /T, — v/a, kun n — oo. Naiden tietojen perusteella voimme
paatella

1\" 1 2n
<1+> = (1+) — /e, kun n — oo.
2n 2n
Osoita, ettd n — /n — oo kun n — oo.

Ratkaisu:

Halutaan siis osoittaa, etté kaikille M € R on olemassa kynnys K &€ Ny, jolle kaikilla
n > K pédtee n —+/n > M. Liahdetdén siis arvioimaan lauseketta n — y/n alas péin.

Pohdintaa:

Arvioidaan lauseketta alas pain:

n— V= (-1 > 1-(Vi—1) = i1

Kun M > 0, huomataan yhtépitavyys:

Vn—1>M & n>(M+1)?

Todistus:

Olkoon M € R. Mééritetaan M’ = max(0, M). Valitaan K € N siten, etta
K> 1+ M2

Nyt kaikille n > K patee:
n—vn>vn—-1>vVK—-1>,/1+M)>—1=M > M.
Siis n — y/n — 0o kun n — 0.

Tarkastellaan reaalilukujen joukon osajoukkoa
A={zeR|z>0jaa* <5}

Osoita, ettd on olemassa a = sup A ja ettd a® = 5. Tehtévissi osoitetaan siis, ettd
luvun /5 olemassaolo seuraa reaalilukujen aksiomeista.

Ratkaisu:

Koska 1 € A, niin A on epatyhji. Koska kaikilla x € A pétee © < 5, niin A on
ylhaalta rajoitettu. Taydellisyysaksiooman nojalla joukolla A on olemassa supremum
sup A. sup A > 0, koska 1 € A ja sup A on joukon A ylaraja. Merkitddn a = sup A.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd a? = 5, eli ettd a on hakemamme reaaliluku. Todistus
onnistuu osoittamalla, ettd epiyhtdlot a®> < 5 ja a® > 5 johtavat ristiriitaan.



L5.

Oletetaan ensin, ettd a® < 5. Nyt jos 16ydetdan luku h > 0, jolle pétee (a+ h)* < 5,
niin a+h € A ja a+ h > a, jolloin luku a ei voi olla joukon A ylaraja eika siis
supremum. Lahdetdén etsimaéan tallaista lukua h. Nyt jos 0 < h < 1, niin

(a+h)*> =a®+2ah +h?> <a®>+2ah+h=a’>+h(2a+1).
Huomataan yhtapitavyys

5—a?

2
h(2 1)<bh < h< )
@+ h(2a+1) 2+ 1

5—a?
2a+1

h = min {%gafl , %} (otamme minimin naista kahdesta luvusta, silla haluamme lisaksi

varmistaa, ettd h < 1 patee). Nyt

Siis halutaan valita A, joka on lukua pienempi. Otetaan puolet tasta, eli valitaan

a’+5 5+5_

< 5.
2 2

1
(a—l—h)2<a2+h(2a+1)§a2+§(5—a2):

Siis (a + h)? < 5, jolloin @+ h € A sekid a + h > a. Koska a = sup A, niin timé on
ristiriita supremumin méaritelmén nojalla, silld nyt a ei ole joukon A ylaraja.

Oletetaan sitten, ettd a? > 5. Nyt jos loydetdén luku h > 0, jolle pitee (a —h)* > 5,
niin @ — h on joukon A yliraja ja a — h < a, jolloin a ei voi olla joukon A pienin
ylaraja. Lahdetaan etsimadn téllaista lukua h. Kaikilla h > 0 patee

(a — h)* = a® — 2ah + h* > a® — 2ah.
Huomataan yhtapitavyys

a’ -5

a’ —2ah>5 <= h<
2a

Siis halutaan valita A, joka on lukua “22—;5 pienempi. Otetaan puolet tasté, eli valitaan

h = %“22;5 > 0. Nyt

25 245 545
(a—h)2>a2—2ah:a2—a _ ot o

5.
5 5~ 3

Siis a —h < a ja a—h on joukon A yliraja. Koska a = sup A, niin tdmé on ristiriita
supremumin madaritelman nojalla, silla nyt a ei ole joukon A pienin yliraja.

Niin ollen @ on positiivinen reaaliluku, jolle ei pade a? < 5 eikd a? > 5. Télloin
téytyy pited a® =5, eli a = /5.

Osoita, ettéd tehtdvan A4 lukujono suppenee.

Ratkaisu: Selvésti x,, > 0 kaikilla n € N.

Osoitetaan ensin, ettd lukujono (z,), joka on maaritelty ehdoilla z; =3 ja

1 5
Tp41 = 5 (mn + ZIZ')

kun n =1,2,..., on viheneva.

Lukujono (x,) on vaheneva joss x,.1 — x, < 0 kaikilla n € N. Tutkitaan siis
perakkaisten lukujonon jasenten erotusta:



1 < N 5 > T 5 5— x,2
Tptl — T = = T+ — | —Tp = —— =
i 2 T 2 2, 27,

Pyritdan arvioimaan termid z? siten, ettd saadaan ylli olevasta erotuksesta jotain
negatiivista.
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Yhtaloketjun nojalla saimme, etta 22,, > 5. Lisdksi 2] = 9, joten 22 > 5 kaikilla
n € N.

ot rM)—‘ FMH Ak\}—‘ AMH Ax\»—‘ %\H/\

A%

Nyt siis kaikilla n € N pétee

5— 2,2

<0

Tp+1 — Tn 2
n

Siis lukujono (z,) on vaheneva.

Nyt lauseen 2.3.9 mukaan (z,) joko suppenee tai vihenee rajatta. Koska x, > 0
kaikilla n € N, niin lukujono (x,) ei vihene rajatta. Koska (x,) ei vihene rajatta,
se siis suppenee.



