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Harjoitus 4L — Ratkaisuehdotuksia

L1. Selvité kurssin lukujonojen raja-arvoja koskevien tietojen avulla
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Ratkaisu: Muokataan aluksi tutkittavaa lukujonoa tassa tapauksessa hyodyllisem-
paan muotoon
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Lukujonon raja-arvon maaritelman perusteella voidaan helposti osoittaa, etta
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kun a on jokin reaaliluku, joten oletetaan ndmé tunnetuiksi. Nyt kirjan lauseen 2.2.8
ja edellisten tulosten perusteella seuraavat raja-arvot ovat olemassa:
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L2. Tarkastellaan lukujonoja (z,) ja (y,)-

(a) Oletetaan, ettd molemmat hajaantuvat. Mitd tiedetdén jonon (x, + y,) suppe-
nemisesta tai hajaantumisesta?

(b) Oletetaan, ettd jono (x,) suppenee ja jono (y,) hajaantuu. Mita tiedetaan jonon
(z,, + yn) suppenemisesta tai hajaantumisesta?

(c) Oletetaan, ettd x, — a kun n — oo, ja ettd jono (y,) hajaantuu. Oletetaan
liséksi, ettd x, # 0 kaikilla n N;. Mité tiedetdén jonon (z,y,) suppenemisesta tai
hajaantumisesta?

Ratkaisu: (a) Summajonon (z,+7v,) suppenemisesta ei voida sanoa mitaan. Valitaan
ensin vaikkapa (z,) asettamalla z,, = (—1)" ja y, = x,. Siis jono (z,) vuorottelee
lukujen -1 ja 1 vélill4 eikéd néin ollen suppene. Téalloin (z,, + yn) = (zp + x,) = 2(x,,)
eli summajono jaa vuorottelemaan lukujen -2 ja 2 vilille eikd néin ollen suppene.
Toisaalta, jos valitaankin (z,) kuten edelld, mutta y,, = —z,, saadaan summajonoksi
Ty + Yn = T, — x, = 0, joka on vakiojono ja suppenee lukuun 0. Téalloinkin siis (y,,)
jaa hyppiméaan lukujen -1 ja 1 vélille, mutta eri "tahdissa” kuin (z,), jolloin jonojen
termit kumoavat toisensa.

Siispé tasséd tapauksessa summajono voi tapauksesta riippuen supeta tai olla suppe-
nematta.

(b) Jos (x,) suppenee ja (y,) hajaantuu, voidaan osoittaa, ettd summajono (x,+y,)
hajaantuu. Todistetaan tdma tekemaélla vastaoletus.
Oletetaan, ettd jono (z, + y,) suppenee lukuun b € R. Toisaalta, tehtévanannon

oletuksen nojalla tiedetaén, ettd (z,) suppenee myos johonkin lukuun a € R. Osoi-
tetaan, ettd talloin jono (y,) suppenee lukuun b—a, mistd saadaan haluttu ristiriita.

Tapa 1

Tiedetaan, etta (z,) suppenee johonkin lukuun a € R, joten (—x,) suppenee lukuun
—a € R. Nyt

nlggo Yn = nlgrolo(yn +Tp — Tp) = nlggo((yn + @) + (—2n)) = b+ (—a) =b—a
saatiin kirjan lauseen 2.2.8 nojalla (y,,):lle raja-arvo, miké on ristiriidassa alkuperéis-
ten oletusten kanssa. Siispa vastaoletus on epétosi ja summajonon (z, + y,) taytyy
hajaantua.

Tapa 2

Olkoon ¢ > 0. Oletusten ja raja-arvon maaritelman nojalla 16ytyy kynnys k£ € N
jolla pétee
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L3.

kunhan n > k. Talloin
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missa ensimméinen epéayhtélo seuraa kolmioepayhtalosta. Nain ollen raja-arvon méaa-
ritelmén nojalla jono (y,) suppenee lukuun b—a, mutta tdma on ristiriita, silla jonon
(yn) oletettiin hajaantuvan. Siispa vastaoletus on epéatosi ja summajonon (z, + y,)
taytyy hajaantua.

(c) Téssékin tapauksessa jono voi supeta tai hajaantua. Hajaantuvaksi tapaukseksi
kéy esimerkiksi x, = 1 ja y, = n. Talloin patee z,y, = n = y,, joten jono (r,y,)
hajaantuu, silld jono (y,) hajaantuu.

Suppeneva tapaus saadaan esimerkiksi valitsemalla x, = 1/n, jolloin (z,) — 0, kun
n — oo ja y, = n. Télloin z,y, = 1 kaikilla n, joten jono (z,y,) on vakiojono, joka
suppenee lukuun 1.

Etsi kirjasta Bernoullin epéyhtalo ja selvitd, mitéd se kertoo meille. Osoita sitten
Bernoullin epayhtalon avulla tarkasti, etta
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Bernoullin epayhtaloa sovellettaessa kannattaa ajatella, etta
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Ratkaisu:

Bernoullin epayhtélon mukaan reaaliluvuille x > —1 ja luonnollisille luvuille n =
1,2,3,... on voimassa
(1+2)" > 1+ nz.

Osoitetaan vaite lukujonon raja-arvon méaaritelman perusteella. Ryhdytaén muok-
kaamaan lauseketta o\ 7
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Huomataan, ettd Bernoullin epayhtélon oletukset ovat voimassa (% >-1,n=1,23,...),

joten lauseketta voidaan sen avulla arvioida ylospéain:
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L4.

L5.

Huomataan yhtapitavyys:
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Nyt voidaan muodostaa todistus.

Oletetaan ¢ > 0. Valitaan luvuksi £ pienin luonnollinen luku, jolle £ > % Tal-

kaikilla n > k. Joten siis raja-arvon maéritelméan nojalla
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Lukujonon raja-arvon maéaritelmassa on "kvanttoririmpsu”
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Yksi tapa saada tuntumaan tdhan on miettid muita rimpsuja. Selvitd mité seuraavat
kertovat lukujonosta (z,,).

(a) IK € NiVe > 0Vn > K : |z, — a| <€,
(b) IK € NyJe > 0Vn > K : |z, — a|] <e.

Ratkaisu:

(a) Kirjoitetaan kyseinen ehto sanoin auki: on olemassa sellainen luonnollinen luku
K, etta kaikilla positiivisilla epsilon ja kaikilla n > K lukujonon etaisyys pistees-
td a on alle epsilonin. Siispa jonkun indeksin jialkeen kaikki lukujonon termit ovat
“rajoittamattoman lahelld” lukua a, eli (z,,) on tdmén indeksin jalkeen vakiojono ja
x, = a. On hyva huomata, etté (a) -ehto on tavallista raja-arvoa vahvempi véite, ja
siita seuraa, etta a on jonon x, raja-arvo.

(b) Nyt ehdon mukaan on olemassa sellainen luonnollinen luku K, ja sellainen positii-
vinen epsilon, ettéd kaikilla K :ta suuremmilla indekseilla lukujonon termien etaisyys
pisteestd a on alle epsilonin. Jonkun kynnyksen jélkeen etéisyys ei siis voi olla suu-
rempi kuin eras tietty epsilon, toisin sanoen lukujono on rajoitettu tdmén indeksin
jalkeen vilille (a — €,a + ¢). Lukujonon raja-arvon olemassaolosta sen sijaan ei voi-
da paatella mitaan. Jos lukujonolla kuitenkin tiedettéisiin olevan raja-arvo, niin b)
-ehto seuraisi raja-arvon méaritelmaésté.

Oletetaan, ettd x, — a kun n — oo, ja ettd a # 0. Osoita, ettd on olemassa sellainen
K € Ny, etta kaikilla n > K pétee

1
7l > 5lal.

Tata tietoa tarvitaan todistettaessa lukujonojen raja-arvojen yhteytta jakolaskuun.
Voit esimerkiksi tarkastella erikseen tapauksia a > 0 ja a < 0.

Ratkaisu: Tutkitaan vihjeen mukaisesti tapauksia a > 0 ja a < 0 erikseen.
Oletetaan ensiksi, ettd a > 0. Piirrd kuva! Télloin § > 0, joten loytyy sellainen
K € Ny, etta kaikilla n > K patee
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koska jono x,, suppenee kohti lukua a. Itseisarvolemman nojalla siis
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ja edelleen tutkimalla kaksoisepayhtdlon vasenta epayhtédlod ja lisaamalla luku a

puolittain saadaan
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Koska z,, < |z,| ja koska —|z,| <0 pitee
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Itseisarvolemmasta seuraa nyt, ettd |z,| > 1lal.
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Oletetaan sitten, ettd a < 0 ja edetddn vastaavasti kuin edelld. Nyt —¢ > 0, joten
loytyy sellainen K € Ny, ettd kaikilla n > K pétee
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Itseisarvolemman nojalla siis
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ja edelleen tutkimalla kaksoisepédyhtédlon oikeaa epéyhtéaloa ja liséamaélla luku a puo-
littain saadaan a

Erityisesti siis z,, < 0, joten |z,| = —x, eli —|z,| = x,. Lisdksi koska |x,| > 0 pétee
a
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Itseisarvolemmasta seuraa taas, ettd |z,| > 3|al.
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On siis osoitettu vaite todeksi. Vaistamétta herad kysymys, miksi oletimme alussa,
ettd a # 07 Vastaesimerkiksi kelpaa vakiojono, joka saa aina arvokseen 0.



