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Harjoitus 4 — Ratkaisuehdotuksia

A1l. Todista lukujonon raja-arvon méaritelman avulla, etta viite

n+3 1

lim —— = —

n—oo 2n + 3 2
on tosi.
Ratkaisu: Lukujonon raja-arvon maritelman mukaan lim ;73 = 2 joss kaikille

n—oo
3 1
e > 0 16ytyy sellainen kynnys £, etta kaikilla n > k patee 271—:_3 3 <e.
n

Aloitetaan tutkimalla lukujonon jasenten ja ehdotetun raja-arvon vélisté etaisyytta:

n—+3 _‘ 2n+6 2n+3 ' ‘
m+3 2| |4n+6 4n+6 An +6

Koska lukujen n oletetaan olevan posiitiivisia kokonaislukuja, ylla esitetyn murto-
lausekkeen osoittaja ja nimittdjé ovat positiivisia. Siispa

’4n+6' T An+6
mité voidaan edelleen arvioida ylospdin pienentamaélld nimittdjaa, silla:

3 3
<7
4dn +6 — 4n

Huomataan yhtapitavyys:

3
— <& = > —
4dn " 4e
Muotoillaan pohdinnan jalkeen vield varsinainen todistus:
Olkoon ¢ > 0. Valitaan kynnykseksi sellainen kokonaisluku k, ettd k > f—e. Nyt
kaikille n > k patee aiemman tarkastelun nojalla:

n+3 1‘_ 2n+6 2n+3 ’ ‘ <i<i<€
2n+3 20 [4n+6 4n+6l [4n+6 4n+6 in 4k ~
. . . . IR . . . n+3 . 1
Siispa lukujonon raja-arvon méaéritelmén mukaan pétee nh_)n;o s = 3.
A2. Todista lukujonon raja-arvon maaritelméan avulla, ettd vaite
n—+3
li =0
n—)HC}O n2 + 3
on tosi.
Ratkaisu: Lukujonon raja-arvon maéritelman mukaan nlgm :213 0, joss kaikille
£ > 0 loytyy sellainen kynnys k, ettd kaikilla n > k patee | — n 3 — ()' <e.
n
Huomataan, etta:
n+3 ‘ |n+3
n?+3 CIn2+3




A3.

Koska lukujen n oletetaan olevan posiitiivisia kokonaislukuja, ylla esitetyn murto-
lausekkeen osoittaja ja nimittéja ovat positiivisia. Siispa
n+3] n+3
‘n2 +31 n2+3
mita voidaan edelleen arvioida ylospéin pienentamalld nimittajad ja kasvattamalla
osoittajaa, silla:

n—|—3<n+3<n+3n:é
n2+3 - n?2 T n?

Huomataan yhtapitavyys:

4 4
— <& = n>-
n 5

Muotoillaan pohdinnan jalkeen viela varsinainen todistus:
Olkoon nyt € > 0. Valitaan kynnykseksi sellainen kokonaisluku k, etta k& > g. Nyt
kaikille n > k patee aiemman tarkastelun nojalla:

n+3 ‘ ‘n+3 n-+3 n~|—3 n—|—3n 4 4
n?+3 n?2+31 n?+3 - n?2 T n? n k
Siispa lukujonon raja-arvon méaéritelméan mukaan pétee ng n2—:33 =0.
Todista lukujonon raja-arvon méaaritelman avulla, etté vaite
n+3
lim
w0 2n 43
on epatosi.
Ratkaisu: Lukujonon raja-arvon maéritelman mukaan h_)ngO 2":33 = 1, joss kaikille
. . s . +3
e > 0 loytyy sellainen kynnys k, ettéd kaikilla n > k& pétee 271? -1l <e.
n
Aloitetaan tutkimalla lukujonon jasenten etaisyyttd ehdotetusta raja-arvosta.
n+3 ‘ _|n+3 2n + 3 ‘
2n + 3 S 2n+3  2n+3l [2n+3)°

Lukujen n oletetaan olevan positiivisa kokonaislukuja, joten —n < 0 ja 2n + 3 > 0.
Siispé,
n
2n + 3 " +3
Nyt voimme arvioida etaisyyttd alaspidin kasvattamalla nimittajaa, silla:

n S n _1
M+3 " 2n+3n 5

Koska loysimme etaisyydelle nollaa suuremman alarajan, joka ei riipu luvusta n,
tiedamme, ettei mikadn lukujonon jasen ole tata alarajaa lahempéanéa ehdotettua raja-

arvoa.

Olkoon nyt € = é, tiedamme nyt, ettéd kaikilla n = 1,2,3... patee
n+3 ’ S 1
2n+ 3

—_— 5 .
n+3
2n+3

Emme siis voi l0ytda kynnysté £ siten, etta ‘ — 1’ < % Nain ollen véite

n—+3
lim
noo 2n 43

on epatosi.



A4.

A5.

Onko vaite

lim (Vnt+n—vni+1)=0

n—o0

tosi? Vastaa lukujonon raja-arvon mééritelman perusteella. (Tehtavissd saa kéyt-
téda tietoa, etta jokaisella z > 0 on nelidjuuri ja ettd epénegatiivisten reaalilukujen
joukossa péatee: suuremman luvun nelidjuuri on suurempi. Mitenkahédn nama voisi
muuten perustella?)

Ratkaisu: Lukujonon raja-arvon méritelman mukaan lim (Vnt4+n—+vnt+1)=0,

joss kaikille € > 0 16ytyy sellainen kynnys k&, jolla ’\/ nt+n—vnt+1-— O’ < g, kun
n>k.

Tutkitaan aluksi lukujonon jédsenten etaisyyttd ehdotetusta raja-arvosta:

‘\/n4+n—\/n4+1—0’:‘\/n4+n—\/n4+1‘:\/n4+n—\/n4+1

Viimeisessa vaiheessa kéytettiin tehtavanannossa esitettya tietoa epénegatiivisten re-
aalilukujen nelidjuurten suuruusjérjestyksesti: vnt +n > v/nt + 1.

Arvioidaan seuraavaksi erotusta ylospain kun tdmaé ensin lavennetaan termilla v/n* + n+
vn*+ 1 ja pienentamaéll sitten nimittajaa ja kasvattamalla osoittajaa:

nt4n—-—n*—1 n—1 n 1

_ < -
Vit+n+vnt+1  Val+n+vVnt+1 7 Vol n

Vnt4+n—vVnt+1=
Nyt ndemme, etta kaikilla n > % erotus on lukua € > 0 pienempi.

Muotoillaan vield varsinainen todistus:
Olkoon € > 0. Valitaan kynnys k > é Nyt kaikille n > k patee aiemman pohdinnan
nojalla:

1 1
’\/n4+n—\/n4—|—1—0‘ << E<€
n
Siispa esitetty véite on lukujonon raja-arvon maéritelman nojalla tosi.
Oletetaan, ettd lukujonot (z,) ja (y,) toteuttavat seuraavat ehdot:
lim z, =0
n—oo
ja
kaikilla n € Ny pétee |y,| < 5.
Osoita, etté
Jm 2,9, = 0.
Ratkaisu: Lukujonon raja-arvon maritelmén mukaan nh_)rgo Tnyn = 0, joss kaikille
e > 0 16ytyy sellainen kynnys k, jolla |z,y, — 0| < &, kun n > k.

Tutkitaan aluksi lukujonon jasenten etaisyytta ehdotetusta raja-arvosta:

|xnyn - O| - |xnyn| = |xn||yn| < 5|In’

Huomataan yhtapitavyys:
€

Sla,| <& <= |z, < E



Tiedamme, ettd lim z,, = 0, joten positiiviselle luvulle £ 16ytyy sellainen kynnys £,
n—oo
ettd kaikilla n > k pétee |z, — 0] < £.

Pohdinnan jialkeen muotoilemme vield varsinaisen todistuksen:
Olkoon ¢ > 0. Valitaan kynnys k siten, ettd |z, — 0| < ¢ kaikilla n > k.
Valitsemallamme kynnyksella k péatee kaikille n > k:

€
|Tnyn — 0] = |xnyn| = |z0l||yn| < 5|xn| = 5|z, — 0] < 55 =e.

Siispa lukujonon raja-arvon méaéritelméan mukaan lim z,y, = 0.
n—oo



