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Harjoitus 2 — Ratkaisuehdotuksia

L1. Sovelletaan ajatusta, ettd |a — b| ilmaisee reaalilukujen a ja b vélisen etéisyyden.

(a) Etsi yhtédlon |x — 3| = |z + 2| ratkaisu tdméan ndkokulman avulla ratkaisematta
yhtaloéd varsinaisesti.

(b) Etsi yhtélon 2|z — 3| = 3|z 42| ratkaisu tdmén ndkokulman avulla ratkaisematta
yhtalod varsinaisesti.

Tassa tehtavassa vastauksia ei taydy perustella tarkasti.
Ratkaisu:

(a) Kun itseisarvo tulkitaan lukujen vélisend etdisyytend, niin yht&lén vasen puoli

|z — 3| tarkoittaa lukujen z ja 3 vilistd etaisyyttd ja yhtdlon oikea puoli |z + 2|

lukujen = ja —2 valista etaisyytta. Yhtélo tarkoittaa siis, ettd lukujen = ja 3 vélinen

etdisyys on yhta suuri kuin lukujen x ja —2 véilinen etaisyys. Toisin sanoen z on

yhta kaukana luvuista 3 ja —2 eli x on kyseisten lukujen puolivilissa. Kahden luvun

puolivalissa oleva luku saadaan esimergki(sti) laskemalla lukujen keskiarvo eli tassa
+(= 1

tapauksessa vastaukseksi saadaan r = == = 5.
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Kuva 1: Tehtavan 1L a-kohdassa luku = on yhta kaukana —2:sta ja 3:sta.

(b) Kohdan yhtaloa lienee helpointa tulkita, kun itseisarvojen edessé olevat kokonais-
lukukertoimet jaetaan ensin pois siten, etta niiden tilalle saadaan murto-osia. Jaetaan
yhtdlo siis ensin 2:lla ja sitten 3:lla, jolloin se saadaan muotoon |z — 3| = 1|z + 2|.
Nyt yhtalon voidaan tulkita tarkoittavan, ettd kolmannes lukujen z ja 3 valisesta
etédisyydesta on yhta suuri kuin puolet lukujen x ja —2 vélisesta etaisyydesta. Toisin
sanoen lukujen z ja 3 viliin mahtuu tasmaélleen kolme sen kokoista palasta, joita
lukujen x ja —2 valiin mahtuu kaksi. Nyt koska z:n etaisyys 3:sta on suurempi kuin
—2:sta, niin x on joko 3:n ja —2:n valissa tai pienempi kuin —2. Kéydaan molemmat
tapaukset erikseen lapi:

Tapaus 1: Oletetaan, ettd = on 3:n ja —2:n vélissid. Koska lukujen = ja 3 vélissa
paloja on kolme ja lukujen z ja —2 vilissa kaksi, niin lukujen 3 ja —2 vélissa
paloja on yhteensa 3 + 2 = 5. Nyt siis jos lukujen 3 ja —2 vili jaetaan viiteen
yhta suureen palaan, niin x on kahden téallaisen palan etaisyydella —2:sta ja kolmen
palan etaisyydelld 3:sta. Téllaisen palan pituus on siis W = 1 ja kun naita
paloja lisdtadn 2 kappaletta —2:een, niin saadaan x = —2+2-1=0.
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Kuva 2: Tehtavan 1L b-kohdassa luku x on kahden palan etaisyydella —2:sta ja kolmen
palan etaisyydella 3:sta. Téassa on kuvattu tapaus 1 eli tilanne, jossa z on —2:n ja 3:n
valissé.

Tapaus 2: Oletetaan, ettd x on pienempi kuin —2. Nyt z:n ja 3:n vélinen etaisyys on
x:n ja —2:n valinen etaisyys laskettuna yhteen —2:n ja 3:n vilisen etaisyyden kanssa.
Koska x on kahden yhta suuren palan etaisyydella —2:sta ja kolmen téllaisen palan
etédisyydelld 3:sta ja x on pienempi kuin —2, niin —2:n ja 3:n vali sisdltda tdsmélleen
yhden téllaisen palan ja z:n ja —2:n vali sisaltaa tdsmalleen kaksi téllaista palasta.
Nyt siis yhden tallaisen palan pituudeksi saadaan lukujen —2 ja 3 vélinen etaisyys
| —2—3| = 5. Liséksi koska x on kahden téllaisen palan verran —2:ta pienempi, niin
x:ksi saadaan —2 — 2 -5 = —12.

Luvulle x ollaan siis saatu kaksi mahdollista arvoa 0 ja —12.

Kuva 3: Tehtavan 1L b-kohdassa luku x on kahden palan etaisyydella —2:sta ja kolmen
palan etaisyydelld 3:sta. Téasséd on kuvattu tapaus 2 eli tilanne, jossa x on pienempi kuin

—2.

L2.

L3.

Oletetaan, ettd r > 0. Osoita itseisarvolemman avulla, ettd ehdot |z — 3| < r ja
3 —r <x <3+ r ovat yhtapitavia.

Ratkaisu:

[tseisarvolemman nojalla |z — 3| < r ja —r < x — 3 < r ovat yhtépitavit. Lauseke
—r < x — 3 < r on lyhennysmerkinta kahdelle epéayhtélolle

—r<zr—3 ja z—3<r,
joiden huomataan olevan yhtapitiavia epayhtaloiden
3—r<z ja xz<3+r
kanssa (lisdtdédn molempiin epayhtaléihin puolittain 3). Toisaalta naille epayhtaloille
voidaan kayttad lyhennysmerkintda 3 —r < x < 3+ r. Tamé on ehto, jonka kanssa

alkuperéisen epayhtdlon haluttiin osoittaa olevan yhtapitava. Siis yhtapitdvyys on
nyt todistettu.

Oletetaan, ettd |x — 2| < 1. Osoita, etté
|z* — 4] < 5|z —2|.

Voiko téssid merkin < korvata merkilld <?
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Ratkaisu:

Tarkastellaan ensin oletusta |z —2| < 1. Itseisarvolemman avulla se saadaan muotoon
—1 < x—2 < 1 jalisaamalla puolittain 4 muotoon 3 < z+2 < 5. Nyt koska 3 < 242,
niin —5 < z+2 eli voidaan kirjoittaa —5 < z+2 < 5. Kayttamalla itseisarvolemmaa
nyt toisinpéin tdméa saadaan muotoon |z + 2| < 5.

Lahdetddn nyt saatua ehtoa apuna kéyttden arvioimaan |z? — 4|:44 ylospéin:

(%)
2% — 4] = |(z +2)(z — 2)| = |z + 2||x — 2| < 5|z — 2|

Kohdassa (*) on hyodynnetty ylla oletuksesta johdettua ehtoa |z + 2| < 5, mutta
tamén voi tehdé vain, kun |z — 2| # 0, silld jos |z — 2| = 0, niin |+ 2||lz — 2| =0 ja
5|z — 2| = 0 eli ylla mainittu epayhtélo |z + 2||z — 2| < 5|z — 2| saisi muodon 0 < 0,
miké ei pidd paikkansa. Siis tapaus |z — 2| = 0 on tutkittava erikseen.

Jos nyt siis |z —2| = 0, niin 2 = 2 eli todistettavan epayhtélon vasemmasta puolesta
saadaan |z? — 4] = |22 — 4| = |4 — 4] = 0 ja oikeasta puolesta 5|z — 2| = 52 — 2| =
50| = 0. Talloin todistettava epdyhtélo saa muodon 0 < 0 eli se patee. Nyt lause on
siis todistettu kaikissa tapauksissa.

Edella todettiin, ettd kun x = 2, niin epayhtald toteuttaa yhtédsuuruuden, joten
merkkid < ei voi korvata merkilld <.

Etsi sellainen positiivinen reaaliluku a, ettd kaikille kokonaisluvuille n > 0 pitéa

paikkansa

nt+2 1 < %

n+3 2|~ n’

Ratkaisu:

Luku a loydetaan arvioimalla lauseketta

n-+ 2 1
2n+3 2

toistuvasti ylospain, kunnes se ollaan saatu muotoon %, missd a on positiivinen

reaaliluku. Taméa voidaan tehda esimerkiksi seuraavalla tavalla:

Lavennetaan ensin
n+2 1
Ja =
2n+ 3 2

samannimisiksi, jotta itseisarvomerkkien sisaén jaa jaljelle vain yksi jakolasku:

m+3 2

22n+3) 2(2n+3)
2n+4 2n+3

4n+6 4n+6
2n+4—2n—3

1
4n + 6 ’_‘4n+6"

’n+2 1’_ 2(n +2) 1(2n+3)‘

Nyt koska n > 0, niin ; L_ > 0, ja koska positiivisen luvun itseisarvo on luku itse,
n+6

niin itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

Fr e
An+6| 4n+6
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Seuraavaksi huomataan, ettd kun positiivisen luvun nimittdjéstd vihennetaén 6, niin

luku kasvaa eli saadaan ] 1

< —.
in+6 4

Ollaan siis saatu
n+2 1‘_’ 1 ‘_ 1 <1_§
Xn+3 2| |4n+6| 4n+6 4n n

Nyt edellisen nojalla

n+2 1’ i
. <7
2n+3 2 n

eli i kelpaa etsityksi luvuksi a.

Etsi sellainen positiivinen reaaliluku a, ettéd kaikille kokonaisluvuille n > 2 pitaa
paikkansa

< =7
n?+3 n

n>+n+1 1| a

Ratkaisu:

Tama ratkaistaan samaan tapaan kuin aiempi tehtava. Nyt ylospain arviointi voidaan
tehda esimerkiksi néin:

Lavennetaan taas erotuksen luvut samannimisiksi, jotta itseisarvomerkkien sisédan jaa
vain yksi jakolasku:

n—2
n?+30

n>4+n+1
IR f g
n?+3

n4+n+1 n®>+3
n?-+3 n?+3

n4+n+1-—n>-3
n?+3

Nyt koska n > 2, niin %2 > 0, ja koska positiivisen luvun itseisarvo on luku itse
n2+13 ’ ’

niin itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

‘ n—2 n-—2
n2+31 n24+3
Seuraavaksi huomataan, ettd kun positiivisen luvun osoittajaan lisatdan 2, niin se

kasvaa eli saadaan
n—2 n

< .
n?+3 n?+3
Sitten kun positiivisen luvun nimittajasta vahentdd 3, niin se kasvaa edelleen eli
saadaan

n n 1

—_— < — = —.
n?2+3 n?2 n

Nyt kun kaikki saadut tiedot yhdistetdan, niin saadaan

1
243 243 Sm2i3 omEon

n24+n+1 _‘n—Z n—2 n n
n?+3 N

Siis luvuksi a kelpaa nyt 1.



