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Harjoitus 2 — Ratkaisuehdotuksia
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Arvioidaan murtolausekkeen
2n + 3

in+5
suuruutta luennoilla esiteltyjen epayhtaloiden ominaisuuksien avulla. Tehtavan lausek-
keessa n on positiivinen kokonaisluku. Etsi positiiviset kokonaisluvut a, b, ¢ ja d, joille
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n pétee

Kannattaa muistaa, ettd murtolauseketta voi pienentda esimerkiksi pienentamaélla
osoittajaa tai kasvattamalla nimittdjad, ja kasvattaa kasvattamalla osoittajaa tai
pienentamalla nimittajaa.

Ratkaisu: Kaytetdan vihjetta ja yritetddn kasvattaa/pienentdd murtolauseketta sen

verran, ettd saadaan muuttuja n supistettua pois.

Koska n=1,2,3,..., hyvin karkea ylaraja saadaan esimerkiksi seuraavalla arviolla:

2n+ 3 < 2n + 3 < 2n+3n_5n_ )

dn+5— 4n — 4n T 4n 4

Samoin, hyvin karkea alaraja saadaan seuraavalla arviolla:

2n+3> 2n 2n _2n 2
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Néin saadaan eréds vastaus a =5, b=4, c=2jad=9.

Tama ei tietenkdan ole ainoa oikea vastaus. Esimerkiksi, arvioita voi tédssa tapauk-
sessa hieman parantaa vaikkapa supistamalla n:n sijaan (n + 1):
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Jatkoa edelliseen tehtéavaan. Lisdtdan oletus n > 10. Paranna edellisen tehtdvan ar-
viota. Toisin sanoen, etsi positiiviset kokonaisluvut m, [, p ja q, joille kaikilla positii-
visilla kokonaisluvuilla n > 10 péatee
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Ratkaisu: Kuten tehtdvissa Al, arvioiden tekemiseksi yritetddn supistaa muuttuja n
murtolausekkeesta. Osoittajassa on vakiotermi 3 ja nimittdjéssd 5. Havaitaan, etta
kaikilla n > 10 péatee
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(Esim. jos n =11, niin 4n =4 ~ 3,7 ja jn="4 =5,5.)

Nyt, ehdon n > 10 ollessa voimassa, voidaan arvioida:
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Talla tavalla saadaan vastaukseksi p =7, ¢ =12, m =4 ja [ =9.

Huomaa, ettd tédssakin tehtdvissa on monta oikeaa ratkaisua. Esimerkiksi, naitakin
arvioita voisi viela parantaa vaikkapa huomaamalla, ettd kun n > 10, niin 3 < %n
ja b < %n ja arvioimalla murtolausekkeita sitten samoin kuin edelld: Ehdon n > 10
ollessa voimassa, patee

2n+3<2n+3<2n+%n_2+% 25

M5 S an S T am 1 =0T

271—1—32 2n > 2n5 _ 25:§%0’45
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Talla tavalla saadaan vastaukseksi p = 25, ¢ =44, m = 22 ja [ = 49.

Etsi sellainen positiivinen reaaliluku K, etta kaikilla reaaliluvuilla x pétee:
jos 3 <z <4, niin 22 -9 < K(z — 3).

Ratkaisu: Huomataan, ettd 22 — 9 = (z + 3)(z — 3).

Kun 3 <z <4, niin 2 —3 > 0. Nyt kun kasvatamme tekijdéd (z + 3), niin lauseke
(x 4+ 3)(x — 3) kasvaa.

Jos 3 < x < 4, niin

2?2 —9=(z+3)(z—3) < (d+3)(x—3)="T(x—23).
Vastaukseksi sopii siis esimerkiksi K = 7.

Jatketaan lausekkeen 2? tarkastelua vihin kohdan x = 3 oikealla puolella. Olete-
taan, ettd 3 < x < 34+ 77777, Miti voit padtelld edellisen tehtiavin tuloksen avulla
erotuksen 22 — 9 suuruudesta?

Ratkaisu: Havaitaan, ettd 3 + 7777 < 4, joten edellisen tehtivin arvio pétee, kun
K = 7. Niin ollen, kun 3 < z < 3 + 7-77", niin voidaan arvioida

22 —9<T(z—-3)<7(3+7 T -3)=7"7°,

Jatketaan lausekkeen x? tarkastelua vihian kohdan z = 3 oikealla puolella. Sovelle-
taan tehtavan A3 tulosta.

(a) Etsi sellainen positiivinen reaaliluku 0, ettd kaikilla reaaliluvuilla x pétee: jos
3<xr <3446, nin 22—-9< 7777,

(b) Etsi sellainen positiivinen reaaliluku ¢, ettd kaikilla reaaliluvuilla = péatee: jos
3<x <346, niin 22 <9+77777,

Ratkaisu:

(a) Pohdintaa: Jos 0 < § < 1, niin tehtéivin A3 perusteella 2> —9 < 7(x—3), kun 3 <
x < 34 9. Yksinkertaisempi lauseke 7(x — 3) toimii siis hieman monimutkaisemman



lausekkeen 22 — 9 ylirajana tarkasteltavalla vélilli. Tutkitaan milloin tdmé hieman
yksinkertaisempi lauseke toteuttaa halutun ehdon:

N —=3)<7T M= -3<T7T "= <3778
Toisin sanoen, kun 3 < x < 3+ 77778, niin
-9 <T(x—3) <77,

mistd nahdiin, ettd 6 = 77778 kelpaa. Kirjoitetaan vield tdsmaéllinen matemaattinen
todistus:
Valitaan § = 777", Olkoon 3 < x < 3+ 6.

T&lloin myos 3 < x < 3+ 6 < 4, eli tehtavin A3 perusteella 22 — 9 < 7(x — 3). Siis
- 9<T(z—-3)<7B3+6§-3)=70=7""T,

mika on haluttu tulos.

(b) Tehtavan epédyhtélostd voidaan helposti huomata, ettéd oikeastaan kyseessd on
oleellisesti sama tehtéivi kuin kohdassa (a). Siis § = 77778 kelpaa myos tdhdn koh-
taan. Kirjoitetaan viela tdsmallinen matemaattinen todistus.

Valitaan 6 = 7777®, Olkoon 3 < x < 3+94.

Nyt (a)-kohdan perusteella
x? —9 < 777777’

eli
2t <97

mika on haluttu tulos.



