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Harjoitus 3 — Ratkaisuehdotuksia
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Todista maaritelmaéan nojautuen seuraavat itseisarvon ominaisuudet:
(a) [z] =0,

(b) [zy[ = [x][yl-

Ratkaisu: (a) Olkoon x reaaliluku. Talloin pétee tdsmélleen yksi seuraavista ehdois-
ta: x >0, x =0 ja x < 0. Tutkitaan véitettd |z| > 0, kaikissa néissa tapauksissa.
(i) Jos & > 0, niin itseisarvon mééritelman nojalla pitee |x| = z ja siten |z| > 0.
Siis patee myos |z| > 0.

(ii) Jos x = 0, niin itseisarvon mééritelman mukaan pétee |z| = 0 ja siten |z| > 0.
(iii) Jos x < 0, niin itseisarvon madritelmén mukaan patee |z| = —z. Koska z < 0,
niin —z > 0, eli |z| > 0. Siis patee myos |z| > 0.

Siis jokaisessa tapauksessa pitee |z| > 0, joten kaikilla x patee |z| > 0.

(b) Téassa kohdassa taytyy myos kayda lapi useampi tapaus. Olkoon z ja y reaalilu-
kuja.

(i) Oletetaan ensin, ettd = > 0 ja y > 0, jolloin patee myos zy > 0. Itseisarvon
méaaritelmén nojalla nyt patee |x| = z, |y| = y ja |zy| = xy, joten péatee myos
vyl = zy = |z|[y|.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, etta patee x < 0 ja y < 0, jolloin patee xy > 0. Itseisarvon
médritelmén mukaan nyt patee |z| = —x, |y| = —y ja |ry| = zy, joten patee myos
zy| = zy = (—x)(—y) = |zllyl.

(iii) Oletetaan vield, ettéd patee x > 0 ja y < 0, jolloin patee zy < 0. Itseisarvon
méadritelmin mukaan nyt patee |x| = x, |y| = —y ja |ry| = —xy, joten patee myos
vy = —zy = x(—y) = |z[ly[.

Viela on kasittelematta tapaus y > 0 ja x < 0. Tama tapauksen kohdalla todis-

tus on kuitenkin samankaltainen edellisen kohdan todistuksen kanssa, joten todistus
voidaan sivuuttaa.

Siis véite pétee kaikissa tapauksissa, joten olemme osoittaneet, ettd |zy| = |z||y]
kaikilla reaaliluvuilla z ja y.

Selvitd itseisarvolemman avulla tarkasti

(a) minki vilin muodostavat ne reaaliluvut z, joille pitee |z — 42| < 777777,

(b) minké joukon muodostavat ne reaaliluvut z, joille pitee 0 < |z — 42| < 777777,

Ratkaisu: (a) Kaytetadn itseisarvolemmaa. Saadaan
o — 42| < 7777 = 77T < g — 42 < 777777,

Nyt lisdaamaélla kaksoisepayhtédlon jokaiseen kohtaan luku 42, ovat epayhtalot yhta-
pitavéit ja saadaan

T < — 42 < T T = 42 -7 < p <424+ 77777,
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Eli reaaliluvut valilla 42 — 777777 < 2 < 42+ 777777 toteuttavat tehtivin epiyhtilon.

(b) Jaetaan epiyhtild 0 < |x — 42| < 777777 kahteen tutkittavaan osaan 0 < |z — 42
ja |z — 42| < 777777 joita voidaan tutkia erikseen.

(a)-kohdasta nihdédn, ettd |x — 42| < 77777 <= 42 — 777777 < o < 424777777,
joten riittaa tutkia 0 < |x —42|. Itseisarvon maaritelmén nojalla |z| > 0. Téaytyy siis
tutkia, milloin 0 = |z — 42|. Nyt

|t —42|=0<= 1 —-42=0<= o =42.

Eli reaaliluvut vileilld 42 — 77777 < 2 < 42 ja 42 < x < 42 + 77777 toteuttavat
tehtavan epéayhtalon.

Etsi sellainen positiivinen reaaliluku a, etta kaikilla n =1,2,3,... pétee
2n+3 1

a
— o< =
dn+5 217 n

Ratkaisu: Luku a loydetaan arvioimalla lauseketta

2n+ 3 1
dn+5 2

toistuvasti ylospéin, kunnes se on saatu muotoon -, missd a on positiivinen reaali-

luku. Ta4méa voidaan tehda esimerkiksi seuraavalla tavalla:

Lavennetaan ensin
2n+3 . 1
a p—
m+s5 2

samannimisiksi, jotta itseisarvomerkkien sisaén jaa jaljelle vain yksi jakolasku:

An+5 2| |2(4n+5)  2(4n+5)
in+6 4n +5

8n+10 Sn+ 10
dn +6 —4n — 5

1
8n + 10 ‘_‘Snﬂo"

2n+3 1| |2(2n+3) 1(4n+5)‘

Nyt koska n > 0, niin L_ >0, ja koska positiivisen luvun itseisarvo on luku itse
n+10 )

niin itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

om0l =
8+ 10|  8n+ 10

Seuraavaksi huomataan, ettd kun positiivisen luvun nimittdjastd vahennetaédn 10
siten, etta nimittaja sailyy yha positiivisena, niin luku kasvaa eli saadaan

1 1

<
n+10 8n

Ollaan siis saatu
2n + 3 1’_‘ 1 ‘_ 1 <1_§
An+5 2| |8 +101 8 +10 8 n’

Nyt edellisen nojalla
2n+3 1| 3
— — < RS,
dn+5 2 n

eli % kelpaa luvuksi a.
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Etsi sellainen positiivinen reaaliluku a, etta kaikilla n = 1,2,3,... patee

n?+2n+3

_ b
4n? +5 4|_

a
o

Ratkaisu: Tama ratkaistaan samaan tapaan kuin aiempi tehtava.

Lavennetaan GHSiH
n®>+2n+3

1
4n? +5 4
samannimisiksi, jotta itseisarvomerkkien sisaén jaa jaljelle vain yksi jakolasku:

ja

An2+5 4

4(4n? +5) 4(4n? +5)
4n? +8n+12  4n?+5
T 12 +20  Ten?+ 20|
4n? 4+ 8n + 12 —4n? — 5 8n + 7
1602 + 20 ‘ ~ 162 + 201

n?+2n+ 3 1| 4(n? 4 2n + 3) 1(4n2+5)‘

Nyt koska n > 0, niin 157:‘21720 > 0, ja koska positiivisen luvun itseisarvo on luku itse,

niin itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

8+ 7 B dn+7
16n2+20 16n2+20

Seuraavaksi huomataan, ettd kun sieventdmamme murtolausekkeen nimittajasta vé-
hennetdaan 20, niin murtolauseke kasvaa eli saadaan

8n+7 <8n+7
16n2 + 20 16n?

Liséksi huomataan, ettd voimme kasvattaa murtolauseketta muuttamalla osoittajasta
luvun 7 luvuksi 7n, jolloin saadaan

n+7 8n+Tn 15n 15

< = = .
16n2 16n2 16n2  16n

Ollaan siis saatu

w4243 1 | 8047 | 8n4T 15 0
4n?2 +5 4| 116n2+201 16n2+20 16n n

Nyt edellisen nojalla

n+2n+3 1 }7%
4n? +5 4 n

eli 2 kelpaa luvuksi a.

Merkitdin f(z) = 2® + 222 + 3z + 4. Tarkastellaan niitd reaalilukuja z, joille pétee
|z — 1| < 1. Etsi positiivinen reaaliluku K, jolle kaikilla tarkasteltavilla x pétee

|[f(x) = F()] < Kz —1].

Voiko tehtavissa korvata merkinnidn < merkinnalla <?



Vihjeité: Tehtivissi on tarkoitus harjoitella kolmioepéyhtélon soveltamista. TéatatS
varten kannattaa esittaa erotus f(z)— f(1) muodossa (x*—1)+2(z*—1)+3(z—1).
Lisiiksi kannattaa soveltaa tietoa a®> — b® = (a — b)(a® + ab + b?).

Ratkaisu: Luku K 16ydetdan arvioimalla lauseketta | f(z)— f(1)| toistuvasti ylospéin,
kunnes se on saatu muotoon K|z —1|, missd K on jokin positiivinen reaaliluku. Tapa
1

Aloitetaan kuitenkin ryhmittelemélla lauseketta |f(z) — f(1)| ensimméisen vihjeen
avulla seuraavasti:

If(z) = f()| =2 + 222 +32+4— (1 +2+3+4)| =" +22* + 32— 1 -2 — 3|
=2 —1+22° —2+3z -3 =|(z® — 1) + 2(z* — 1) + 3(z — 1)].

Toisen vihjeen perusteella tiedetdén, ettd z® — 13 = (v — 1)(2® + = + 1). Lisdksi
tiedetddn, ettd z° = (x — 1)(z + 1). Nyt voimme sieventii lauseketta seuraavasti:
(2* =)+ 22— D)+ 3@ -1 = |z —D@*+x+1)+2(x—1)(z+1)+3(x 1)

= |(z = D((@* + 2+ 1) +2(x+1)+3)

=|z— 1|z +2+1)+ (22 +2) + 3|

= |z — 1||2* + 3z + 6.

Oletuksen nojalla |[r — 1] < 1 <= -1 <z-1< 1 <<= 0 < x < 2, jolloin
2% 4+ 22 4+ 5 > 0. Siis itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

2% + 3z + 6||z — 1| = (2% + 3z + 6)|z — 1].
Nyt voimme arvioida lauseketta ylospain
(22 +32+6)|]r -1 < (22 +3-2+4+6)[r—1|=(4+6+6)|r — 1| = 16|z — 1].
Ollaan siis saatu

[f(z) = fO)] =" = 1) +2(2* — 1) + 3(z — 1)|
= |2® + 3z + 6|z — 1
= (2*+ 3z +6)|z — 1]
<(22+3-2+46)x — 1] = 16|z — 1].

Siis luku 16 kelpaa luvuksi K .

Tehtavan ratkaisemiseen on toinenkin tapa, jossa hyodynnetadn kolmioepayhtaloa.
Tapa 2

Kaytetaan alkuun samaa vihjetta kuin edelldkin ja sen jélkeen hyoédynnetadan kolmio-
epayhtéloa, jolloin

[f(@) = fD)] = [(2® = 1) +2(2* = 1) + 3(x = | < [2° = 1| +[2(a* — 1) + [3(z — D)|.
Nyt hyodynnetiin vihjettd, ettd 23 — 13 = (z — 1)(2% + 2 + 1), jolloin

2% — 1+ 22> = D)+ 3z = )| = |(z = )(@* + 2+ 1)| + |2(z — V)(z + 1)| + |(z — 1)3]

(@ = Dl[@@* + 2+ D+ [z = DI2(z + D] + [(z = DII3].



Oletuksen nojalla [z — 1] < 1 <= -1 <z —-1< 1 <= 0 < 2 < 2, jolloin
22 +x+1>0jaxz+1>0. Siis itseisarvomerkit voidaan poistaa eli

(@ + 2+ D|l(z = )] + [2(z + 1)[|(z — )] + [3]|(z — 1)]
=@+ o+ D|(x—-D|+ 2@+ D|(z—1)+3|(x—1)|
(2*+z+1)+ 2z +2)+3)|x—1]

(2° + 32+ 6)|z — 1].

Tasta tehtéava jatkuu samalla tavalla kuin tapauksessa 1.

Selvitetdan viela voiko merkinndn < korvata merkinnalld <. Tutkitaan tapausta,
kun |r — 1] = 0 ja siis z = 1. Talléin tutkittavan yhtalén vasemmasta puolesta
saadaan |f(x) — f(1)] = |f(1) — f(1)| = 0 ja oikeasta puolesta saadaan

K|z — 1] = K|1 — 1] = 0, milld tahansa K:lla. Talloin yhtdalon molemmat puolet
ovat yhtasuuria |f(z) — f(1)| = 0 = K|x — 1|, joten merkintd&d < ei voida korvata
merkinnalld <.



