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Johdanto

Tarkastellaan seuraavaa paittelya

Kaikki kissat ovat nisakkaita.

Karvinen on kissa.

Siispa Karvinen on nisikés.

Paattely néayttaa ilmeisen pateviltd. Kuitenkin, jos yritetdédn formalisoida se
propsoitiologiikalla, saadaan paattely

Po
b1

P2

Tamé padttely ei ole pateva, koska (pg A p1) — p2 el ole tautologia. Ongelma-
na on, ettd propositiologiikka 'nikee’ vain lauseita, ei lauseen tarkastelun kohteena
olevia objekteja.

Predikaattilogiikassa voidaan puhua objekteista. Tama tehddan muuttujien avul-
la. Kun propositiologiikassa totuus madraytyy totuusjakauman peursteella, predi-
kaattilogiikassa semantiikan ytimessa on muuttujien saamat arvot. Mitd muuttujal-
la = tarkoitetaan? Eri asioita eri tilanteessa, mutta yhteistd on, ettd sen saamat
arvot tulevat jostakin mallista.

1 Mallit ja aakkostot

1.1 Mallit

Logiikassa malli (tai struktuuri) on joukko varustettuna jonkinlaisella rakenteella.
Malli merkitédéan jonona

M = (M, mallin rakenteen osat),

missd M = dom(M) on mallin universumi (eng. domain), joka voi olla miké tahansa
epatyhja joukko. Rakenne voi koostua esimerkiksi nimetyista osajoukoista

M = (kurssin opiskelijat, tummatukkaiset, villasukkia kiyttavit),

tai se voi olla lineaarijarjestys
N =(N,<)
tai ryhmén laskutoimitus
G =(G,o0).
Tarkastellaan hieman tarkemmin muutamaa esimerkkid ennen virallista mallin
madritelméa.
Yksinkertaisimmissa malleissa, ns. unaarisissa struktuureissa, rakenteen muodos-
tavat annetut osajoukot eli predikaatit.

Unaarisia malleja voivat olla esimerkiksi



e luokan opiskelijat ja sen osajoukot ’silmélaseja kayttavat’ ja 'vaaleatukkaiset’,
e aakkosten kirjaimet ja sen osajoukko ‘vokaalit’,

e luonnolliset luvut ja sen osajoukot ‘parilliset’ ja ’seitsemalld jaolliset.

Kuvassa [I| on esitetty malli, jossa on kaksi predikaattia, Ay ja A;. Predikaat-
ti jakaa aina mallin kahteen osaan: predikaattiin itseensé seké sen komplementtiin.
Néisté toinen voi toki olla tyhjé (muttei molemmat, mallin universumi on aina epé-
tyhjd). Siten kaksi predikaattia jakaa mallin universumin neljain erilliseen osaaan.

M

Kuva 1: Malli, jossa on kaksi yksipaikkaista predikaattia.

Esimerkki 1.1. Esimerkki unaarisesta mallista voisi olla malli, jonka universumi
on kokonaislukujen joukko Z ja jossa on kolme predikaattia. Ay koostuu parillisista
kokonaisluvuista, A; koostuu negatiivisista kokonaisluvuista ja A, koostuu niista
kokonaisluvuista, joiden neliojuuri on kokonaisluku. Nyt huomataan, ettd A, C
A§, missd Af:114 merkitdén joukon A; komplementtia Z\ A;. Néin ollen predikaatit
jakavat mallin universumin seuraavaan kuuteen osaan:

Ag N Ay parilliset negatiiviset luvut,

Af N Ay parittomat negatiiviset luvut,

Ay N Af N Ay parilliset nelioluvut ja nolla,

Ao N A N AS parilliset positiiviset luvut, jotka eivit ole kokonaisluvun
nelioita,

AG N AT N Ay parittomat nelicluvut,

AN AS N AS parittomat positiiviset luvut, jotka eivit ole kokonaisluvun
nelioité.

Unaarisia struktuureja voidaan siten yleisesti havainnollistaa Venn-diagrammeilla.

Yksipaikkaisia predikaatteja (eli osajoukkoja) voidaan néhdé erikoistapaukse-
na paljon yleisemméstéi relaation késitteestd. Olkoon M joukko. Joukon M n-
kertainen karteesinen tulo, M™, on joukko

M x M x---x M,



missi joukko M toistuu n kertaa. Siis M! = M, M? = M x M koostuu kaikista
pareista (my, mso), missd my, me € M ja yleisemmin M"™ koostuu koostuu kaikista
M :n alkioiden n-jonoista (kun n > 1):

M" = {(mo...,mn,l): mo,...,Mp_1 € M}

Joukon M n-paikkainen relaatio on mikéd tahansa joukon M"™ osajoukko. Matema-
tiikassa erityisen tavallisia ovat kaksipaikkaiset relaatiot.

Esimerkki 1.2. Joukon A lineaarijirjestys on kaksipaikkainen relaatio <, joka
toteuttaa seuraavat vaatimukset:

1. (refleksiivisyys) a < a kaikilla a € A,

2. (antisymmetrisyys) jos a < b ja b < a, niin a = b,
3. (transitiivisuus) jos a < b ja b < ¢, niin a < ¢,

4. (totaalisuus) kaikilla a,b € A joko a <b tai b < a.

Esimerkiksi luonnollisten lukujen tavallinen jéarjestys on lineaarijéarjestys. Tama
muodostaa mallin, jonka universumi on N ja jossa on kaksipaikkainen relaatio
{(a,b) e N? : a < b}.

Esimerkki 1.3. Joukon A ekvivalenssirelaatio on kaksipaikkainen relaatio ~, joka
toteuttaa seuraavat vaatimukset:

1. (refleksiivisyys) a ~ a kaikilla a € A,
2. (symmetrisyys) jos a ~ b, niin b ~ a,
3. (transitiivisuus) jos a ~ b ja b ~ ¢, niin a ~ c.

Esimekkeja ekvivalenssirelaatioista ovat esimerkiksi lukujen kongruenssi modulo n,
tai ominaisuus ‘olla kotoisin samalta paikkakunnalta’.

Esimerkki 1.4. Verkko koostuu pisteistd (solmuista) ja niitd yhdistavista viivoista
(sdrmistd) . Kuvassa |2 on esitetty kaksi verkkoa. Kun verkkoja tarkastellaan mallei-
na, universumin muodostavat verkon pisteet ja viivoja tarkastellaan kaksipaikkaise-
na symmetrisena relaationa, jossa pistepari kuuluu relaation, jos ja vain jos pisteiden
valilld on viiva.

Kuva 2: Kaksi verkkoa.



Esimerkki 1.5. Relaatioilla voidaan mallintaa myos arkisempia ilmi6ita. Olkoon [
kaikkien ihmisten joukko. Téalloin voidaan méaritella relaatiot

Sisarus = {(x,y) € I? : x ja y ovat sisaruksia}
Isa = {(z,y) € I’ : x on y:n isd}
Aiti = {(z,y) € I? : v on y:n &iti}

Relaatiot voivat myos olla useampipaikkaisia.

Esimerkki 1.6. Tarkastellan reaalilukujen joukon relaatiota
{(a,b,c,d) ER*:a—b=c—d}.

Taméa on nelipaikkainen relaatio, joka koostuu niistd neljan alkion jonoista
(a,b,c,d), joilla a — b = ¢ — d. Esimerkkeja téllaisista jonoista ovat (1,2,3,4),

(1,1,7,7) ja (2v/3,v/3,3v3,2V3).

Esimerkki 1.7. Laskutoimituksia voidaan esittdd kolmipaikkaisten relaatioiden
avulla (joskin luontevampi tapa yleensd on kiyttda funktioita, ks. luku @ Tar-
kastellaan kokonaislukujen joukkoa 7Z ja maéritelladn siiné kolmipaikkainen relaatio

{(a,b,¢) €Z* :a+b=c}.

Té&maé relaatio koodaa kokonaislukujen yhteenlaskun (vastaa laskutoimituksen + :
Z X 7. — 7 kuvaajaa).

Malleissa voi osajoukkojen ja relaatioiden liséksi olla myos vakioita (nimettyja
alkioita) ja funktioita. Néiden avulla on yleensi luontevinta mallintaa algenralli-
sia rakenteita kuten ryhmii, renkaita ja kuntia. Vakioita tarkastellaan aakkostojen
yhteydesséd, mutta funktioita vasta luvussa [9]

1.2 Aakkostot ja L-mallit

Sen, mité rakennetta mallissa on, maarda mallin aakkosto. Aakkosto on joukko sym-
boleita, jotka voivat olla

e vksi- tai useampipaikkaisia relaatiosymboleita RE, R¥ RE ... missd k ilmai-
see relaation paikkaluvun,

e funktiosymboleita fF, fF, ¥ ... missi k ilmaisee funktion paikkaluvun (ar-
gumenttien lukuméérén),

e vakiosymboleita cg,cq, s, ...

Keskitytadan aluksi aakkostoihin, joissa ei ole funktiosymboleita. Notaation hel-
pottamiseksi kiytetddn myos merkintdd P, Py, Pi, ... predikaateille (eli yksipaik-
kaisille relaatioille) ja R, Rg, Ry,... useampipaikkaisille (yleensid kaksipaikkaisille)
relaatioille.

Nyt voidaan malli méaaritella virallisesti:



Maaritelma 1.8. Aakkoston L malli (tai lyhyemmin L-malli) M koostuu

e epatyhjastda joukosta M, joka on mallin uniwersumi; merkitddn usein

dom(M),

e jokaista n-paikkaista relaatiosymbolia R € L kohti vastaavasta joukon M™"
osajoukosta RM,

e jokaista vakiosymbolia ¢ € L kohti vastaavasta M :n alkiosta c¢™,

e jokaista n-paikkaista funktiosymbolia f € L kohti vastaavasta funktiosta fM :
M™ — M.

Téassé vaiheessa kurssia kasitellddn vain yksi- ja kaksipaikkaisia relaatioita ja
vakioita, jolloin mallissa M on

e epatyhja universumi M,
e predikaattisymboleita P; vastaavat M :n osajoukot P,
e rclaatiosymboleita R; vastaavat (kaksipaikkaiset) relaatiot RM,

e vakiosymboleita c¢; vastaavat alkiot cM.

Relaatioita RM sanotaan relaatiosymbolin R tulkinnaksi mallissa M. R on siis
pelkkd symboli, nimi relaatiolle, ja R™ on relaatio, eli joukko M m alkiopareja.
Annetun aakkoston L eri malleilla on siten samat relaatiosymbolit kiytosséd, mutta
symboleille on eri tulkinnat. Mallin jonoesityksessa kirjoitetaan malli universuminsa
ja symbolien tulkintojen jonona:

Aakkosto L L-malli M Esimerkki mallista
P M = (M, PM) (N, parill. luonn. luvut)
Py, Pi, Ry, ¢ M = (M, PM, PM, Ry i) (Z,N, alkuluvut, <, 0)
P07R07f07007cl M:(MdeM?Ré\/[?fé\/&cé\A,C{V‘) (Z7N7§7|'|7071)
jne.

2 Kaavat

Propositiologiikassa rakennettiin lauseita yksinkertaisista véitteista, joiden totuusar-
voja tarkasteltiin toisistaan riippumattomina. Predikaattilogiikan kaavat puolestaan
ilmaisevat ominaisuuksia ja suhteita mallin alkioiden vélilla. Tama saavutetaan toi-
saalta sallimalla aivan uudenlaisia atomikaavoja, toisaalta kayttamalla konnektiiven
lisdksi kvanttoreita yhdistettyjen kaavojen muodostuksessa.

Kun propositiologiikassa kaytettavi merkisto on aina sama, predikaattilogiikan
kaavojen symbolit riippuvat siitd, minka aakkoston malleja halutaan tarkastella.
Predikaattilogiikan kaavoissa kiytetdan seuraavia symboleita:



Muuttujia: zg, x1, 9, ... (kdytdnnossé usein z,y,z,...)

Sulkeita: (,)

Konnektiiveja: —, A, V, —, <>

Kvanttoreita: V, 3

Yhtasuuruutta: =

Aakkoston symboleita (aakkostosta riippuen vakiosymboleita cg, c1, ...,
relaatiosymboleita Rg, Ry, ... ja/tai funktiosymboleita fy, f1,. ..

Kuten propositiologiikassa predikaattilogiikan kaavat rakennetaan induktiivisesti
ldhtien atomaarisista vaitteistd. Predikaattilogiikassa atomikaavat ilmaisevat muut-
tujien ja vakioiden ominaisuuksia, kuten

o Sisarus(z,y)
e r =2
o y<3

e Ry(z,c)

Intuitiivisesti kaava Ro(x,c) ‘sanoo’, ettd ne alkiot, joita = ja ¢ vastaavat ovat
Ry:aa vastaavassa relaatiossa. Kuten yleensé, on térkedé tehdé ero syntaksin (kaa-
vojen ulkoasun merkkijonona) ja semantiikan valilld. Tasmallinen tulkinta sille, mita
Ro(z, ) merkitsee saadan vasta, kun kiinnitetddn tarkasteltava malli ja tulkinnat
olioille x ja c. Tété tarkastellaan luvussa [3]

Olioita, joista kaavat ‘puhuvat’ (z,y,z,3 ja ¢ ylléolevassa esimerkissé) sano-
taan termeiksi. Jos aakkostossa ei ole funktiosymboleita, termejé ovat muuttujat ja
aakkoston vakiosymbolit.

Maaritelma 2.1. Olkoon L aakkosto ilman funktiosymboleita. Talloin L -termit
ovat

e muuttujat zg, zq,. ..,

e aakkoston L vakiosymbolit.

Jos aakkostossa on funktiosymboleita, termien joukosta tulee monimuotoisempi.
Tahén palataan luvussa 9

Maaritelma 2.2. Jos L on aakkosto, L-atomikaavat maaritelladn seuraavasti:

1. Jos t ja uw ovat L-termejé, niin ¢t = u on L-atomikaava.

2. Jos R € L on n-paikkainen relaatiosymboli, ja tq,...,t, ovat aakkoston L
termejé, niin R(ty,...,t,) on L-atomikaava.

Ylldoleva atomikaavan méaritelmé péatee myos funktiosymboleita sisdltéville
aakkostolle, ainoa muutos tulee siind, etta termit tallaisessa tapauksessa voivat olla
monimutkaisempia kuin vakiosymboleita ja muuttujia.



Esimerkki 2.3. Olkoon L = {P, R, c}. Télléin L-termejé ovat vakiosymboli ¢ seké
kaikki muuttujat xg,z1,.... L-atomikaavoja ovat esimerkiksi

® To— 21

® R(ZL’(), 5(71)

e P(c)
o R(c,c)

Atomikaavat ovat siten tapa ilmaista yksinkertaisia asiantiloja malleissa, kuten
“x on predikaatissa P” ja “x ja c ovat relaatiossa R”. Jotta tdmaé olisi tdsmallista
on toki ensin kiinnitettava, mita x:114, c:11a P:11a ja R:ll1a tarkoitetaan. Palataan ta-
hén seuraavassa luvussa, mutta katsotaan ensin, miten atomikaavoista rakennetaan
monimutkaisempia kaavoja konnektiivien ja kvanttoreiden avulla.

Maaritelma 2.4. Olkoon L aakkosto. L-kaavojen joukko méaritellddn seuraavasti:
1. L-atomikaavat ovat L-kaavoja.
2. Jos A ja B ovat L-kaavoja, niin myos kaavat
-A,(ANB),(AV B),(A— B) ja (A<« B)
ovat L-kaavoja.

3. Jos A on L-kaava, niin my6s kaavat Vr; A ja Jx; A ovat L-kaavoja kaikilla
1€ N.

Konnektiivien merkitys on sama kuin propositiologiikassa. Kvanttorit tuovat uu-
den ilmion. Kaava VxA ilmaisee, ettd kaikki (tarkasteltavan mallin) alkiot toteut-
tavat kaavan A. Kaava JxA puolestaan ilmaisee, ettéd jokin alkio toteuttaa kaavan
A. Siirytdén seuraavaksi méérittelemédn tdma intuitiivinen idea tarkasti.

3 Semantiikka

3.1 Tulkintafunktiot
Tarkastellaan aakkoston {P} kaavaa
P(z).

Intuitiivisesti kaava ilmaisee, ettd x:44 vastaava alkio on symbolia P vastaavassa
predikaatissa. Mutta mikd vastaa P:td ja x:447 Toinen néistd kiinnitetddn, kun
valitaan tarkasteltava L-malli M. Téllaisessa mallissa on aina tulkinta aakkoston



symboille P, eli universumin osajoukko P . Mutta z:n arvoa M ei ratkaise, vaan
tahan tarvitaan tulkintafunktio. Se on yksinkertaisesti funktio, joka antaa muuttu-
jille arvoksi alkion. Koska alkion pitdé aina olla tarkateltavan mallin universumissa,
tulkintafunktio on mallikohtainen.

Maaritelma 3.1. Olkoon L aakkosto ja M L-malli. M -tulkintafunktio on funktio
s :{z; : i € N} = dom(M).

Esimerkki 3.2. Olkoon L = {R,c}. Tarkastellaan L-mallia Z = (Z, <z,0). Sen
universumina on kokonaislukujen joukko Z ja aakkoston symbolien tulkinnat ovat

R? =<;={(a,b) € Z* : a < b},

@ =0.
Muuttujille xg, z1, x5 voidaan eri tulkintafunktioilla antaa eri arvoja, esim.
e so(z0) =2, so(x1) =6 ja so(xe) = 2,
e s1(zg) =3, s1(x1) =0, s1(z2) = 1.

Huomataan, etta so(zo) = so(z2), joten sqo:n tulkinnan mukaan x, ja o tarkoittavat
samaa alkiota. Sanotaan, ettd sq toteuttaa kaavan xy = xs (modollinen maéritelma
seuraa hieman alempana). Vastaavasti nihdéin, etti sy (x1) = ¢Z, joten s; toteuttaa
kaavan x; = c.

Kaavan tulkitsemisen kohdalla ndhddan muuttujien ja vakiosymboleiden ero.
Syntaktisesti niitd késitellidn aivan samalla tavalla; ne ovat termeja, joita voi kéyt-
taa relaatiosymboleiden tai yhtdsuuruusmerkin kanssa atomikaavojen muodostami-
seksi. Mutta vakio kiinnitetddn heti, kun valitaan tarkasteltava malli. Muuttujan
arvo sen sijaan voi vaihdella samassa mallissa: eri tulkintafunktiot voivat antaa sille
eri alkioita arvoksi.

3.2 Termin tulkinta

Kun malli on kiinnitetty ja muuttujille on méaaritelty arvo, voidaan maééaritella ter-
min arvo kaikille L-termeille. Termin arvon notaatiota ei pidé sidikdhtéda, vaikka se
aluksi monimutkaiselta nayttadkin. Termin arvo riippuu termisté, mallista ja tulkin-
tafunktiosta, joten notaation tulee siséltdd naméa kaikki, mutta itse idea on varsin
yksinkertainen: Jos termi on vakiosymboli, termin arvo on vastaava vakio mallis-
sa. Jos termi on muuttuja, sen arvon maardaa tulkintafunktio. Funktiosymboleita
sisaltdvien termien arvo maaritelladn luvussa Ol

Maaritelma 3.3. Olkoon L aakkosto, joka ei sisilld funktiosymboleita. Olkoon M

L-malli ja s M-tulkintafunktio. Termin ¢ arvo mallissa M tulkintafunktiolla s,
tM(s), on

M s(z;) jos t = x;
t <8>:{CZM jos t = ¢;.

10



3.3 Kaavojen toteutuminen

Nyt voidaan méaaritelld atomikaavan toteutuminen annetussa mallissa annetulla tul-
kintafunktiolla.

Maaritelma 3.4. Olkoon L aakkosto, M L-malli ja s M-tulkintafunktio. Olkoot
t,ty,...,t, L-termeja.

1. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan t; = t, mallissa M, joss

11 (s) = t"(s).

2. Jos P on yksipaikkainen relaatiosymboli (eli predikaattisymboli), tulkinta-
funktio s toteuttaa kaavan P(t) mallissa M, joss

tM(s) € PM.

3. Jos R on n-paikkainen relaatiosymboli ja n > 1, tulkintafunktio s toteuttaa
kaavan R(ty,...,t,) mallissa M, joss

(tM(s), ..., tM(s)) € RM.

n

Esimerkki 3.5. Olkoon L = {P} ja M = (N,P), missd P merkitsee alkulukujen
joukkoa. Talloin M-tulkintafunktio s toteuttaa kaavan

P(z;)

mallissa M, joss s(z;) € P, koska

le(s) = s(x;).

Esimerkki 3.6. Olkoon G kuvan [3| verkko. Verkko on aakkoston {E} malli, mis-

b d

€

Kuva 3: Verkko G.

si E on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Jos nyt sg,s; ja ss ovat seuraava G-
tulkintafunktiot

11



niin
e tulkintafunktio s; toteuttaa kaavan E(z,y) verkossa G, koska solmujen d ja
e vililld on sirmé, eli (d,e) € EY,

e tulkintafunktiot sy ja sy eivét toteuta kaavaa F(z,y) verkossa G, koska parit
(a,b) ja (c,c) eiviit vastaa sirmii verkossa G, eli (a,b) ¢ EY ja (c,c) ¢ EY,

e s, toteuttaa kaavan x =y verkossa G, koska sy(x) = ¢ = s3(y).

Konnektiiveja tulkitaan samoin kuin propositiologiikassa:

Maaritelma 3.7. Olkoon L aakkosto, M L-malli ja s M-tulkintafunktio. T&lloin

1. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan —A mallissa M, jos ja vain jos s ei toteuta
kaavaa A mallissa M.

2. Tulkintafunktio s toteuttaa kaava (A A B) mallissa M, jos ja vain jos se
toteuttaa seké kaavan A ettd kaavan B mallissa M.

3. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan (A V B) mallissa M, jos ja vain jos se
toteuttaa ainakin toisen kaavoista A ja B mallissa M.

4. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan (A — B) mallissa M, jos ja vain jos se
ei toteuta kaavaa A tai toteutta kaavan B mallissa M.

5. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan (A <> B) mallissa M, jos ja vain jos se
joko toteuttaa sekd A:n ettd B:n tai ei toteuta kumpaakaan mallissa M.

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan taas kuvan [3]verkkoa ja seuraavia G-tulkintafunkitoita

‘x y oz
s|b ¢ d
slc e e

Nyt s toteuttaa kaavan E(z,y), koska (s(z),s(y)) = (b,c) € EY, sekii kaavan
E(y,2), koska (s(y),s(z)) = (¢,d) € EY. Siten konjunktiomiiritelmiin nojalla s
toteuttaa kaavan F(z,y) A E(y, z) mallissa G.

Vastaavasti s’ ei toteuta kaava E(z,y), koska (s'(z),s'(y)) = (c,e) ¢ EY, ja s ei
toteuta kaava E(y, z), koska (s'(y),s'(2)) = (e, e) ¢ EY. Ekvivalenssin mééritelméin
nojalla s’ toteuttaa kaavan E(z,y) <> FE(y, z) mallissa G.

Predikaattilogiikan semantiikan ehké haastavin osa on kvanttoreiden totuusmaéa-
rittely. Intuitiivisesti kaava Vx; A sanoo, ettd A on tosi, valittiinpa x;:n arvo miten
tahansa. Kaavan toteutuvuudessa ei siten voi rajoittua tarkastelemaan vain annetun
tulkintafunktion x;:lle antamaa arvoa, vaan pitda tutkia muita mahdollisia arvoja.
Kéaytannossa tama tehddan muuttamalla tulkintafunktiota muuttujan x; kohdalta:

12



Maaritelma 3.9. Olkoon M L-malli ja s M-tulkintafunktio. Tulkintafunktio
s(a/x;) on M-tulkintafunktio, jolla

stafm)(a) = { 4, oo o

s(x;) muulloin.

Merkinta s(a/x) tarkoittaa siten tulkintafunkiota, joka on muuten kuin s, mutta
x:n arvoksi on asetettu a.

Esimerkki 3.10. Alla on esitetty tulkintafunktio s ja muutama s:stéd arvoja muut-
tamalla saatu tulkintafunktio.

5(3/x)
s(5/y)
s(1/2)(1/y)

— = W8
AR SN N
W W W W

Nyt voidaan maéritelld kvanttoreiden merkitys:

Maaritelma 3.11. Olkoon L aakkosto, M L-malli ja s M-tulkintafunktio. Ol-
koon M = dom(M).

1. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan Va; A mallissa M, jos ja vain jos kaikilla
a € M tulkintafunktio s(a/x;) toteuttaa kaavan A mallissa M.

2. Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan dx; A mallissa M, jos ja vain jos on ole-
massa a € M, jolla tulkintafunktio s(a/z;) toteuttaa kaavan A mallissa M.

Esimerkki 3.12. Tarkastellan taas kuvan [3| verkkoa G ja seuraavaa tulkintafunk-
tiota

ry
s|c e

Nyt s ei toteuta kaavaa E(z,y) verkossa G, koska solmujen ¢ ja e vililla ei ole
sirmii ((s(r), s(y)) = (c,e) ¢ EY). Mutta tulkintafunktio s(d/y) toteuttaa kaavan,
koska (s(d/y)(x),s(d/y)(y)) = (c,d) € EY9. Siten s toteuttaa kaavan JyE(z,y)
mallissa G.

Mééritelmissa [3.4] [3.7]ja on maaritelty, milloin M -tulkintafunktio s toteut-
taa predikaattilogiikan kaavan A mallissa M. Tamé merkitdan lyhyesti

M =, Al

Jos s el toteuta kaavaa A mallissa M, tdmé merkitddn M =, A. Kootaan vie-
14 maaritelméat yhteen. Predikaattilogiikan totuusmaéaritelmé tunnetaan Tarskin to-
tuusmddritelmand.
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Maaritelma 3.13 (Tarskin totuusmééritelméa). Olkoon L aakkosto, M L-malli ja
s M-tulkintafunktio. Olkoot ti,...,t, L-termeja, P, R € L, missd P on yksipaik-
kainen ja R on n-paikkainen relaatiosymboli (n > 1).

1. Mgty =ty joss tM(s) = t24(s).

2. M=, P(t1), joss tM(s) € PM.

w

M R(ty, . ty), joss (Bs), ..., tM(s)) € RM.
LM =y A, joss M s A.

. M= (AAB), joss (M =5 A ja M |=; B).

. M, (AV B), joss (M k=, A tai M |=, B).

. M=, (A= B), joss (M £, A tai M =, B).

0~ O Ot

. MEs (A4 B),joss [MEs A ja M= B) tai (M [ A ja M [~ B)].
- M VA joss M Eg(a)e,) A kaikilla a € dom(M).

o

10. M =, 3z, A, joss M ga/a,) A jollakin a € dom(M).

3.4 Validisuus ja loogiset seuraukset

Propositiologiikassa lauseet jaettiin tautologioihin, kontingensseihin ja ristiriitoihin.
Tarkastellaan seuraavaksi, miten predikaattilogiikan kaavoja luokitellaan.

Tarskin totuusmaééritelmé kertoo, milloin tulkintafunktio toteuttaa L-kaavan A
L-mallissa M (merkitdén M =, A). Jos kaikki M-tulkintafunktiot toteuttavat
kaavan A mallissa M sanotaan, ettd kaava on tosi mallissa M. Tata merkitdan

MEA.
M = A jos ja vain jos M = A kaikilla M-tulkintafunktioilla s.
L-kaava A on wvalidi, jos se on tosi kaikiss L-malleissa. Tadmé merkitadn = A.
E A jos ja vain jos M | A kaikilla L-malleilla M.

Tamén yleisempéd ’aina toden’ késitettd ei voida méaaritella. Jos A on L-kaava,
tarvitaan L-malli, jotta A:n toteutumista ylipddnséd voidaan tarkastella (jotta A:m
symboleilla olisi merkitys). Siispd predikaattilogiikan ’aina tosi’ on ’tosi kaikissa
tarkasteltavan aakkoston malleissa’.

Validien kaavojen erityistapaus ovat tautologiat. Nama ovat predikaattilogiikan
kaavoja, jotka on muodostettu sijoittamalla propositiologiikan tautologioihin predi-
kaattilogiikan kaavoja propositiosymboleiden tilalle. Esimerkkeja tautologioista ovat

o (R(z,y)V-R(z,y)),
o (P(z) N (R(z,y)V R(y,2))) < (P(x) A R(z,y) vV (P(z) A R(y, 2))),
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o (Py(x) = Pi(x)) = (=Pi(x) = = Fy(x)).

Tautologiat ovat aina valideja, mutta péainvastainen ei pade. Seuraavat ovat esimerk-
keja valideista kaavoista, jotka eivit ole tautologioita:

e r=1=

e r=y—oy=ux

e VaxP(x) — JyP(y)
e R(x,y) — 3zR(x, z)

Voidaan myos maaritelld, milloin kaava on ’joskus tosi’, eli toteutuva. L-kaava
A on toteutuva, jos on olemassa jokin L-malli M ja jokin M-tulkintafunktio s,
jotka toteuttavat kaavan, eli M =, A jollakin M ja s. A on ristiriita, jos se ei
ole toteutuva, eli M £, A kaikilla L-malleilla M ja M-tulkintafunktioilla s. L-
kaava A on kumoutuva, jos se ei ole validi, eli jos M £, A jollakin L-mallilla
M ja M-tulkintafunktiolla s. Jos kaava on sekd toteutuva ettd kumoutuva, se on
kontingentta.

Esimerkki 3.14. Olkoon L = {R}.
o Kaava VaVy(R(z,y) V —~R(x,y)) on validi (muttei tautologia - miksei?).

e Kaava VaVy(R(z,y) V R(y,z)) on kontingentti. Jos valitaan M = {0,1} ja
Ry =0, Ry = {(0,0),(0,1),(1,1)}, niin kaava on epétosi mallissa (M, R;)
mutta tosi mallissa (M, Ry).

e Kaava x = y on kontingentti. Edellisestd kaavasta poiketen kaava voi olla
tosi tai epétosi samassa mallissa (kunhan universumissa on vihintdén kaksi
alkiota) riippuen tulkintafunktiosta.

e Kaava VaVyR(x,y) AJrx—R(z,x) on ristiriita. Jos M on malli, joka toteuttaa
kaavan VaVyR(z,y), niin kaikki parit (a,b), joissa a ja b ovat M:n univer-
sumin alkioita, ovat relaatiossa R™. Mutta tilldin myds (a,a) € RM kaikilla
a € dom(M), joten M ei voi toteuttaa kaavaa Jz—R(z,x).

Predikaattilogiikassa kaavojen kolmijako on siis jako wvalideihin, ristiriitaisiin ja
kontingenttethin kaavoihin. Validit ja kontingentit ovat toteutuvia, ristiriidat ja kon-
tingentit puolestaan kumoutuvia.

Jos A ja B ovat saman aakkoston kaavoja, sanotaan B:n olevan A:n looginen
seuraus (A = B), jos kaikki L-mallit M ja M-tulkintafunktiot s, jotka toteuttavat
A:m, toteuttavat myos B:n. Yhtépitavisti B on A:n looginen seuraus, jos kaava
A — B on validi.

Jos A ja B ovat saman aakkoston kaavoja, sanotaan niiden olevan (loogisesti)
ekvivalentit (A < B), jos ne ovat toistensa loogisia seurauksia, ts. ne toteutuvat
samoilla L-malleilla M ja M-tulkintafunktioilla. Yhtéapitavasti voidaan sanoa, et-
td A ja B ovat loogisesti ekvivalentit, jos kaava A <> B on validi. Esimerkkeja
loogisista ekvivalensseista ovat:
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o WA & dx—A
o —dzA & Vr—A
o V(AN B) < VrAANYxB

4 Vapaat ja sidotut muuttujat

Tarkastellaan muuttujan 'z’ roolia kaavoissa R(x,y) ja 3xR(z,y). Jos M on {R}-
malli ja s on M-tulkintafunktio, niin kaavan R(z,y) toteutuminen mallissa M tul-
kintafunktiolla s riippuu s:n z:lle antamasta arvosta, kun taas kaavan JxR(z,y)
toteutuminen ei riipu téstd. Ta4mé johtuu siité, ettd x on wvapaa kaavassa R(z,y),
mutta sidottu kaavassa JrR(z,y), jossa kvanttori Jx sitoo sen. Maaritellddn kasit-
teet tasmallisesti:

Maaritelma 4.1. Kvanttorin vaikutusalue kaavassa A on se kaavan A alikaava,
jossa kvanttori esiintyy péadoperaattorina, eli se kaava, johon kvanttori on lisétty
kaavan A konstruktiossa méiritelméin 2.4l mukaan.

Esimerkki 4.2. Allaolevissa kaavoissa on alleviivattu kvanttorin Vz vaikutusalue:

Va(Ro(x,y) = Ri(z,x))
VeRo(x,y) — Ri(z, )

Maaritelma 4.3. Muuttujan z; esiintymé on sidottu, jos se esiintyy kvanttorin Vux;
tai dx; vaikutusalueella. Muuttujaesiintymé on vapaa, jos se ei ole sidottu. Kvanttori
Vr; tai dx; sitoo kaikki vaikutusalueellaan olevat muuttujan z; esiintymaét, jotka
olivat vapaita ennen kvanttorin lisdamista.

Esimerkki 4.4. e Kaavassa R(x,y) kaikki muuttujaesiintymét ovat vapaita.
e Kaavassa JxR(r,y) muuttuja z on sidottu ja y vapaa.

e Kaavassa Vy(R(z,y) — JxR(z,y)) on z:m ensimméinen esiintymé vapaa,
muut sidottuja; y on sidottu.

e Kaavassa VaVy(R(z,y) — JzR(z,y)) ensimméiinen kvanttori Vz sitoo z:n
vapaan (eli ensimmaéisen) esiintymén kaavassa Vy(R(x,y) — JzR(z,y)). Jil-
kimmasisiin esiintymiin kvanttori ei vaikuta, koska ne ovat jo sidottuja.

Muuttuja on vapaa kaavassa A, jos sen jokin esiintymé on vapaa. Vastaavasti
muuttuja on sidottu, jos sen jokin esiintymé on sidottu. Siten muuttuja voi olla seké
vapaa etta sidottu kaavassa. Muuttujaesiintymdt sen sijaan ovat aina joko sidottuja
tai vapaita, mutteivat molempia.

Maaritelma 4.5. Kaavaa, jossa ei ole vapaita muuttujia, sanotaan myos lauseeksi.

Esimerkki 4.6. Scuraavat kaavat ovat lauseita:

P(C1>
R(Co, Cl) — Cyp = C1
VzR(z,x)
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Kun tarkastellaan kaavan toteutumista mallissa annetulla tulkintafunktiolla, vain
vapaiden muuttujien arvoilla on merkitysta:

Lause 4.7. Olkoon L aakkosto, M L-malli ja A L-kaava. Jos s ja s’ ovat kaksi
M -tulkintafunktiota, jotka antavat samat arvot kaikille A:n vapaille muuttugille,

niin M =g A, jos ja vain jos M =g A.
Todistus. Todistus jatetdan harjoitustehtéviksi. O]

Ylldolevan ilmion erikoistapauksena nahdaan, etta lauseiden toteutuminen mal-
lissa on riippumatonta valitusta tulkintafunktiosta. Siten lauseet eivét niinkdén "pu-
hu’ tulkintafunktion arvoina olevista alkioista, vaan ilmaisevat koko mallin ominai-
suuksia, kuten ‘malli on verkko, jossa on kolmisykli’.

Aiemmin méériteltiin, milloin kaava A on tosi mallissa M:
M = A jos ja vain jos M = A kaikilla M-tulkintafunkioilla s.
Jos A on lause, M | A on yhtépitavaa ehdon
M =, A jollakin M-tulkintafunkioilla s

kanssa.

Kun A on tosi mallissa M, sanotaan myos, ettd M on A:n malli.

5 Maariteltavyys

Logiikan keskeisia késitteitd on maariteltavyys. Madriteltavyys ilmaisee, mitd omi-
naisuuksia, alkioita ja rakenteita annetun logiikan kaavoilla voidaan tavoittaa. Voi-
daan sanoa, ettd kaavojen koko idea on se, ettd niilld voidaan maéritellda joukkoja,
relaatioita, jne.

Maaritelma 5.1. Olkoon L aakkosto ja M L-malli. Joukko Q € M on mallin
M mdariteltdvi osajoukko, jos on olemassa L-kaava A, jossa esiintyy vapaana vain
muuttuja = ja jolla

Q ={a e M : M =, A kaikilla tulkintafunktioilla s, joilla s(z) = a}.

Talloin A mddrittelee joukon @ mallissa M. Huomaa, ettd Lauseen [4.7] nojalla,
yhtapitavaéd on vaatia:

Q ={a e M: M [, A jollakin tulkintafunktioilla s, jolla s(x) = a}.

Jos S on n-paikkainen relaatio, sanotaan, ettd S on mddariteltdvd relaatio mallissa
M., jos on olemassa L-kaava B, jossa vapaina esiintyvat muuttujat xo,...,x, 1 ja
jolla

S =A{(ag,...,an_1) € M" : M |=,4 B kaikilla tulkintafunktioilla s,
joilla s(z;) = a; kaikilla i < n}.

Talloin B mddrittelee relaation S mallissa M.
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Esimerkki 5.2. Tarkastellaan verkkojen aakkostoa L = {E} ja kuvan 4| verkkoa
G. Olkoon A kaava

YyVz((E(z,y) AN E(z,2)) = y = 2).

A:m ainoa vapaa muuttuja on z, joten A méadrittelee G:n osajoukon. Kaava
ilmaisee ominaisuuden ’x:11&4 on korkeintaan yksi naapuri’, joten sen méaaritteleméa
osajoukko on kuvassa merkitty katkoviivalla.

Kuva 4: Kaavan A méarittelemé joukko verkossa G

Tarkastellaan tilannetta hieman tarkemmin. Olkoon a jokin verkon solmu ja s
tulkintafunktio, jolla s(x) = a. Jos a on solmu, jolla on kaksi (tai useampi) naapuria,
niin on olemassa solmut b ja c, joilla (a,b) € EY ja (a,c) € EY. Tillsin

G Eswmier2) E(@,y) ja G Espy)crz) £z, 2) mutta G FEawy)cr2) ¥ = 2,
eli g ):s(b/y)(c/z) E(l’,y) AN E([L’,Z) mutta G F’és(b/y)(c/z) y = z, jolloin G I?és(b/y)(c/z)

(E(z,y) N E(z,2)) = y = z. Siten G sy V2(E(x,y) N E(x,2)) =y = 2 ja
edelleen G W=, VyVz(E(x,y) N E(z,2)) >y = 2.

Jos sen sijaan a on solmu, jolla on korkeintaan yksi naapuri ja b ja ¢ ovat
mielivaltaisia verkon solmuja, niin on kaksi vaihtoehtoa: joko toinen solmuista b ja
¢ ei ole a:n naapuri tai sitten b ja ¢ ovat sama solmu (koska a:lla on korkeintaan
yksi naapuri). Ensimmaéisessé tapauksessa joko

g %s(b/y)(c/z) E(I‘, y) tai g %S(b/y)(c/z) E(l’, Z)a
jolloin G WFsw/y)(c/2) (E(x,y) A E(x,2)). Jalkimmaisessé tapauksessa
G Fswmer vy =z
Molemmissa tapauksissa patee
G Eswmer) (E(z,y) NE(z,2)) =y =2
Koska b ja c¢ olivat mielivaltaisia, saadaan
G = ViVa((E(z,y) A E(z,2)) =y = 2).

Siis tulkintafunktio s toteuttaa kaavan A, jos ja vain jos s(x) on solmu, jolla on
korkeintaan yksi naapuri. Siten A méaarittele verkossa G niiden solmujen osajoukon,
joilla on korkeintaan yksi naapuri.
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Annetussa mallissa méadriteltdvien osajoukkojen kokoelma on suljettu dérellisten
yhdisteiden, darellisten leikkausten ja komplementoinnin suhteen, eli jos @ ja @’
ovat maariteltdvid mallissa M, my6s joukot Q U Q', @ N Q' ja dom(M)\Q ovat.
(Tilanteet vastaavat konnektiiveja V, A ja —.) Kokoelma muodostaa siten Boolen
algebran. Sama patee méariteltavien n-paikkaisten relaatioiden kokoelmalle.

Jos S on kaksipaikkainen relaatio joukossa M, niin S:n ensimmdainen projek-
tio on niiden alkioiden a joukko, joilla (a,b) € S pétee jollakin b. Vastaavasti S:n
toinen projektio mairitellaan niiden alkioiden b joukkona, joilla (a,b) € S jollakin
a. Maariteltdvan relaation projektiot ovat myos méériteltdvid (vastaavat eksistens-
sikvantifiointia).

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan mallia ({1,2,3,4}, <), missi < on joukon tavan-
omainen jarjestys. Kaava x < y V x = y maérittelee tdssd mallissa relaation

{(17 1)7 (]‘72)7 (173)7 (1’4>7 (27 2)7 (273)’ (274)7 (373)7 (3’4)7 (47 4)}

eli relaation <.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan joukon {1,2,3,4,5} relaatiota
S = {(27 2)7 (37 1)’ (37 3)7 (47 1)’ (4’ 3)7 (474)7 (5’ 2)7 (57 3)}

Oletetaan, ettd M on malli, jossa S on maéadriteltdavé jollakin kaavalla A. Tél-
16in relaation ensimmaéinen projektio on joukko {2,3,4,5}, ja sen méérittelee kaava
JyA(z,y). Relaation toinen projektio on joukko {1,2,3,4} ja sen méaérittelee kaava
drA(x,y)

6 Sijoitus

Jos A on kaava, jossa x esiintyy vapaana, voidaan ajatella, ettd A ilmaisee jon-
kin z:n ominaisuuden. (Tarkalleen ottaen A ilmaisee ominaisuuden, joka on tai ei
ole silla alkiolla, jonka tulkintafunktio s antaa x:n arvoksi, ja tdmé ilmenee siiné,
toteuttaako s A:n vai ei.) Jos halutaan kaava, joka ilmaisee, ettd jollakin muulla
termilld ¢ on sama ominaisuus, tdmé saadaan sijoittamalla termi ¢ z:n vapaisiin
esiintymiin kaavassa A.

Esimerkiksi, kaava dzx < z ilmaisee, ettd on olemassa x:44 suurempi alkio. Kun
halutaan ilmaista, ettd on olemassa y:t4 suurempi alkio vaihdetaan vain kaavassa
x:n tilalle y: dzy < z.

Ongelmia tulee, jos halutaan sanoa, ettd on olemassa z:aa suurempi alkio. Jos
vain sijoitetaan z x:n tilalle, saadaan kaava Jzz < z, mutta tdmaé ilmaisee aivan eri
ominaisuuden: on olemassa alkio, joka on itseddn suurempi. Siten sijoitus ei ole ai-
van niin triviaalia, kuin milté se ensin voisi vaikuttaa. Ongelmaan on kuitenkin var-
sin yksinkertainen ratkaisu. Koska sidottujen muuttujien tulkinta ei vaikuta kaavan
toteutumiseen, voidaan yksinkertaisesti vaihtaa sidotut muuttujat, jolloin saadaan
ekvivalentti kaava. Esimerkiksi kaavat

Jrx <z ja dJyr<y
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ovat loogisesti ekvivalentit, ja jalkimmaiseen voidaan x:n tilalle sijoittaa z, niin etta
kaava ilmaisee halutun ominaisuuden ’on olemassa z:aa suurempi alkio’.

Kun vaihdetaan sidottuja muuttujia, on oltava tarkkana, ettei vahingossa sidota
uusia muuttujia. Esimerkiksi kaavat

dzx <z ja drz <z

eivit ole loogisesti ekvivalentit. Kéytdnnossa sidottujen muuttujien vaihtamisessa
on olemassa yksinkertainen ratkaisu. Koska kaavassa esiintyy vain darellisen mon-
ta muuttujaa, voidaan aina uudeksi sidotuksi muuttujaksi valita sellainen, joka ei
esiinny kaavassa lainkaan ja joka ei ole se muuttuja, joka kaavaan halutaan sijoittaa.
Néin saadaan kaavalle ekvivalentti muoto, johon sijoitus voidaan tehd&. "Voidaan
tehdd’ méaaritellaan alla tarkasti kasitteella 'vapaa muuttujalle’.

Maaritelma 6.1. L-termi ¢ on vapaa muuttujalle x kaavassa A, jos t ei sisalla
yhtddn muuttujaa, joka tulisi sidotuksi, kun ¢ sijoitetaan z:n vapaisiin esiintymiin
kaavassa A.

Kéaytdnnossa (kurssin téssi vaiheessa) ¢ on vapaa muuttujalle x kaavassa A, jos
t ei ole muuttuja, joka tulisi sidotuksi, kun se sijoitetaan x:n vapaisiin esiintymiin.

Esimerkki 6.2. e y ei ole vapaa muuttujalle = kaavassa VyR(z,y) koska ym
sijoittaminen x:n vapaaseen esiintyméa#n antaisi kaavan VyR(y,y), jossa x:n
vapaa esiintymé on muuttunut y:n sidotuksi esiintymaksi.

e 2z on vapaa muuttujalle x samassa kaavassa, koska sijoituksen tuloksessa
VyR(z,y) x:n vapaa esiintymé on muuttunut z:n vapaaksi esiintyméksi.

Maaritelma 6.3. Olkoon L aakkosto, A L-kaava ja t L-termi. Notaatio
A(t/x)

tarkoittaa kaavaa, joka saadaan, kun x:n vapaisiin esiintymiin sijoitetaan termi ¢.

Merkinta on maaritelty vain, kun sijoitus on sallittu, eli kun ¢ on vapaa muut-
tujalle x kaavassa A.

Huomaa, etté sijoituksessa kaavan merkitys muuttuu. Jos = ja y ovat eri muut-
tujia, niin paasaantoisesti A ja A(y/x) eivit ole loogisesti ekvivalentit. On helppoa
konstruoida malli ja tulkintafunktio, jossa kaavoista toinen toteutuu, mutta toinen
ei.

Huomaa myo0s, ettd notaatiota A(t/x) kiytetddn vain, jos sijoitus on sallittu
alkuperéiseen kaavaan A. Jos sijoitus ei ole sallittu, voidaan A vaihtaa ekvivalenttiin
kaavaan (sidotun muuttujan vaihtaminen), mutta niin saatavaa kaavaa ei merkité
A(t/x):1la (koska kaava, johon sijoitettiin, ei ollut A).

Esimerkki 6.4. e 2 on vapaa muuttujalle y kaavassa A = R(x,y) AVzR(z,y)
ja A(z/y) = R(x, 2) ANVzR(z, 2).

e z on myos vapaa muuttujalle = kaavassa A ja A(z/x) = R(z,y) AVxR(x,y).
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e 2 eiole vapaa muuttujalle x kaavassa B = JzR(z, 2) A\VyR(z,y) koska sijoitus
antaisi 3zR(z,2) A VyR(z,y), missd z:m vapaa esiintymé on muuttunut z:n
sidotuksi esiintyméksi. Siten B(z/z) ei ole mééritelty.

e Vakiot ovat vapaita kaikille muuttujille kaikissa kaavoissa, koska ne eivit sisalla
muuttujia, jotka voisivat tulla sidotuiksi.

Lause 6.5 (Sijoituslemma). Olkoon L aakkosto, A L-kaava ja t L-termi. Jos t
on vapaa muuttujalle x kaavassa A, niin seuraavat ehdot ovat yhtdipitivdt kaikilla
L-malleilla M ja M -tulkintafunktioilla s :

1. M =5 A(t/x)
2. M Egajn A, missi a = tM(s).

Todistus. Todistus jatetddn harjoitustehtaviksi (indutkio kaavan rakenteen suh-
teen). O

Sijoituslemman avulla voidaan osoittaa, etta
VA = A(t/z).

Olkoon nimittdin M malli ja s M-tulkintafunktio, jolla M =, VzA. Olkoon nyt
a = tM(s) € dom(M). Télldin oletuksen nojall M g,/ A ja sijoituslemman
nojalla M =, A(t/z).

Vastaavasti voidaan osoittaa, etté

A(t/z) = JzA.

7 Luonnollinen paattely

Tarakstellaan seuraavaksi paéttelya predikaattilogiikassa. Konnektiivien osalta kaiy-
tetddn samoja tuonti- ja eliminointisddntoja kuin propositiologiikassa. Koska pre-
dikaattilogiikassa esiintyy myos kvanttoreita, tarvitaan niille omat tuonti- ja elmi-
nointisdannot. Naihin sdantoihin liittyy mahdollisuus tehda sijoituksia kaavoihin.

7.1 Universaalikvanttorin saannot

Universaalikvanttorin eliminointisdanto on

VA
A(t/z)

vV E

missd ¢ on termi. Huomaa, ettd termin ¢ on oltava vapaa muuttujalle = kaavassa A,
muuten kaava A(t/x) ei ole méiritelty. Muilta osin ¢ voi olla mikéd tahansa termi.
S&énto antaa ehyen paattelyaskeleen, silld kaava VA — A(t/z) on validi.

Universaalikvanttorin tuontisdannossa on lisaehto:
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A
Yz A

v T

Ehto: z ei esiinny vapaana missddn A:n padttelyn (hylkddmattoméssa)
oletuksessa.

Ehto tarvitaan, jotta paéttelyaskel antaisi ehyen paattelyn. Sellaisenaan askel on
siis ehyt vain, jos x ei esiinny vapaana A:ssa. Kuitenkin sdantoa sovelletaan useim-
miten ninomaan tilanteisiin, joissa x esiintyy A:ssa vapaana. Talloin on oleellista
varmistaa, ettei x:sté ole tehty oletuksia padttelyn aikaisemmissa vaiheissa. Intuitii-
vinen idea on, ettd A ilmaisee jonkin ominaisuuden, joka 'z 114 on. Siité, etta jollakin
alkiolla on tdmé& ominaisuus, ei voida pédtelld, ettd kaikilla alkioilla olisi kyseinen
ominaisuus. Mutta jos x ei esiinny vapaana paattelyn missdan oletuksessa, siitd ei
ole oletettu mitdan, ja x voi tarkoittaa mita tahansa alkiota, jolloin ominaisuus pé-
tee kaikilla x. Tama vastaa samaa ideaa, jota kiytetddn, kun jossakin todistukessa
valitaan 'mielivaltainen alkio a’. Tarkempi perustelu sdannolle kisitellaan paattelyn
eheyslauseen yhteydessa.

Esimerkki 7.1. Seuraavassa on yksinkertainen esimerkki universaalikvanttorin
eliminointi- ja tuontisdantdjen kiytosta:

VaP(z)
P(y)
VyP(y)

vV E
v T

Ensimmaisessa padttelyaskeleessa on sijoitettu y muuttujan x paikalle: y on
vapaa muuttujalle z kaavassa P(x) ja P(x)(y/x) = P(y). Seuraavassa askeleessa
huomataan, ettéd y ei esiinny vapaana péaattelyn oletuksessa VP (z), joten kvanttori
Yy voidaan tuoda.

7.2 Eksistenssikvanttorin saannot

Eksistenssikvanttorin tuontisdantod on:

A(t/x)

JA

Ainoa vaatimus on, ettd t:n on oltava vapaa muuttujalle z kaavassa A, muilta
osin ¢ voi olla miké tahansa termi. Sadnté on chyt, koska A(t/x) — JzA on validi.

Esimerkki 7.2. Eksistenssikvanttorin eliminointisdannosséa kannattaa huomata, et-
ta saantod sovellettaessa ei tehdé sijoitusta aiemmin paateltyyn kaavaan, vaan pu-
retaan sijoitus samalla kun lisdtddn kvanttori. Siten paattely

R(z,x)
Iy R(z,y)

3T
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ei sisélla osittaista sijoitusta (jollaista ei ole olemassakaan), vaikka se silté saattaisi
nayttad, vaan R(x,z) on kaava, johon sijoitus on tehty, nimittdin kaavaan R(zx,y)
on y:n esiintyméaan sijoitettu . Huomaa, ettd x on vapaa muuttujalle y kaavassa

R(z,y), ja R(z,y)(z/y) = R(z,x).
Eksistenssikvanttorin eliminointisdanto sisdltaa taas lisdehdon:

4]

B

Ehto: z ei esiinny vapaana kaavassa B tai missddn B:n paattelyn (hyl-
kddméattoméssd) oletuksessa, paitsi kaavassa A.

JE

Paattelyn epdmuodollinen perustelu menee néin: Tiedetaén, ettd dzA on totta,
eli ettd A pétee jollakin x:n arvolla. Oletetaan hetkeksi, etta se pétee alkuperaisel-
14 x:n arvolla (tilapéinen oletus A). Téstd padtelladn jotakin yleispéatevad. Kunhan
johtopaétos ei mainitse x:44, ei ole valid, mikéd alkio oikeasti toteuttaa A:n, joh-
topadtos on joka tapauksessa tosi, koska jokin alkio toteuttaa A:n. Siispd voidaan
tehdé johtopéaatos B ja hylata tilapédinen oletus A. Formaali perustelu sisiltyy taas
eheyslauseen todistukseen.

Esimerkki 7.3. Paatelladn JxA kaavasta —=Vz—A:

7[14]1 3T, hl
JrA ' [—3z A]? .
Jx AN —-dzA - 1/\
—-A ’
V- A v VroA
Ver—-A N -Vr—-A LT 9
——dzA - ’
dz A

Huomautukset:
hl x on vapaa muuttujalle x kaavassa A ja A(x/z) = A.

h2 x ei esiinny vapaana missaén hylkdamattomassa oletuksessa, koska tilapdinen
oletus A on jo hylatty ja kaavassa —=drA x on sidottu.

Esimerkki 7.4. Paatellaan —Vz—A kaavasta JA:

W$ﬁAP
2 -
[A] A
AN-A

- T, 1
dz A -Vr—A 3E, 2 h2
ﬂVxﬂA

V E, hl

Huomautukset:

hl z on vapaa muuttujalle z kaavassa —A ja —A(zx/x) = -A.

h2 z ei esiinny vapaana johtopaédtoksessa —Vr—A ja ainoa hylkdaméaton oletus,
joka téssé vaiheessa on jaljelld, on A, jossa x sai esiintyd vapaana.
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7.3 Mairitelma ja yhteenveto

Annetaan vield paattelylle formaali mééaritelmé, jotta voidaan todistaa sille eheys-
lause.

P
A

Maaritelma 7.5. Predikaattilogiikan paattelyiden joukko maéaritellddn seu-

raavasti:

1. Triviaali padttely A (missé A on predikaattilogiikan kaava) on péattely. Téssa
tapauksessa P = () ja A on sekd oletus etta johtopaatos.

2. Jos A ja 5 ovat paattelyitd, niin 4 B on paittely.
ANB
D P P
3. Jos on padttely, niin A A B ja A A B ovat paittelyita.
ANB
A B
P P

4. Jos 7;1 on pdittely, niin A ja A ovat pdittelyiti.
AVB  BVA

A B

5. Jos P , 9 ja TR ovat paattelyita, niin
AV B
C C
Al [B]
P Q R
AV B c C
C
on padttely.
y 4]
6. Jos P on paittely, niin 7; on paattely.
B D
A— B
P . 0 it i P Q el
7. Jos A p 2 P ovat paattelyita, niin A — BB A on paattely.
PR 4] 18]
8. Jos P ja Q ovat paittelyitd, niin P 2 on paattely.
B A B A
A+ B
P 9. R e
9. Jos AsB A ja g ovat paattelyita, niin
P Q P R
A< B AJja A< B B
B A
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ovat paattelyita.

P
10. Jos PA on paattely, niin ——A on péattly.
—/ A
y 4]
11. Jos P on padttely, niin P on padttely.
BA-B BASE
—-A
12. Jos 4 on paattely ja x; ei esiinny vapaana missadn paattelyn A hylk&a-
P

méssé oletuksessa, niin A on paattely.
13. Jos VZZ 4 o padttely ja ¢ on termi, joka on vapaa muuttujalle x; kaavassa

A, niin  Vz;A  on paattely.

A(t/x;)
14. Jos A (Z; ) on padttely ja ¢ on termi, joka on vapaa muuttujalle x; kaavassa
T
P
A, niin  A(t/x;) on piittely.
D A
15. Jos 9 A ja Q@ ovat paattelyitd ja x; ei esiinny vapaana kaavassa B tai
x; B
A
missadn paattelyn Q hylkdamattomassa oletuksessa, paitsi mahdollisesti
) B
A:ssa, niin

[A]
P Q

on padttely.

Jos § on joukko predikaattilogiikan kaavoja ja A on predikaattilogiikan kaava,
niin merkinta

SHA

tarkoittaa, ettd on olemassa luonnollinen paéttely, jonka oletukset ovat joukossa &
ja jonka johtop&dtos on A.

Predikaattilogiikan pééttelysdéannot on koottu taulukkoon [T}
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Eliminointi

Tuonti
. . A B AANB ANB
Konjunktio UN:; AT 1 AE 5 AE
4]  [B]
.. . A B .
Disjunktio AV B v T AV E v T AVB o o
v E
C
4]
Implikaatio B A— BB A g
A B T
4] (8]
Ekvivalenssi : : Ao B A ~E Ao B B g
B A T B A
AoB 7
[A]
M : _\_|A
Negaatio : -E
& BA-B A
-A B
: Vi A
A _ A s
v T
Universaalikvanttori o VA A(t/z)
x; el saa eslintyd vapaana t:n oltava vapaa muuttujalle x; kaavassa
missddn A:n padttelyn A
oletuksessa
(]
A ; :
Alfz) S A B
Eksistenssikvanttori Ja; A —fx» — 3JE

t:n oltava vapaa muuttujalle x;
kaavassa A

x; el saa esiintya vapaana kaavassa B tai
missdan kaavan B paattelyn oletuksessa,
paitsi kaavassa A

Taulukko 1: Predikattilogiikan paattelysadannot
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7.4 Paattelyn eheys

Luonnollinen paattely on ehyt ja tdydellinen paittelyjarjestelmé myos predikaatti-
logiikalle. Todistetaan seuraavaksi eheys. Téaydellisyyslauseen todistusta ei kasitella
talla kurssilla, mutta esimerkiksi kurssilla Matemaattinen logiikka.

Laajennetaan ensin loogisen seurauksen késitetta:

Maaritelma 7.6. Olkoon L aakkosto, S joukko L-kaavojaja A L-kaava. A on jou-
kon S looginen seuraus, S = A, jos kaikilla L-malleilla M ja M -tulkintafunktioilla
s patee

jos M =, B kaikilla B € S, niin M =, A.

Jos on yksio § = { B}, kirjoitetaan { B} = A lyhyemmin B = A (néin mééritelma
yhtyy aiempaan mééritelméaén).

Lause 7.7 (Eheyslause). Olkoon L aakkosto. Jos S on joukko L-kavoja, A on
L-kaava ja S F A, niin A on joukon S looginen seuraus.

Todistus. Lause todistetaan induktiolla luonnollisen péaéttelyn rakenteen suh-
teen. Tarkemmin ilmaistuna, todistetaan, ettd jos M on L-malli ja s on M-

tulkintafunktio, jotka toteuttavat péaattelyn oletukset, niin ne toteuttavat

P
A
myos A:n.
1. Jos P on triviaali paattely A, niin A on seké oletus ettd johtopditds. Siis jo-
kaisella mallilla ja tulkintafunktiolla, jotka toteuttavat paattelyn P oletukset,
piatee M =, A.

P

2. Oletetaan (induktio-oletus), ettd padttelyt A

P Q
paattely A B . Olkoon sitten M L-malli ja s M-tulkintafunktio, jotka

ja g ovat ehyita. Olkoon R

toteuttavat ééi/é\itgelyn R oletukset. Koska P:n ja Q:n oletukset ovat paattelyn
R oletuksia, pétee induktio-oletuksen nojalla M =5 A ja M =, B. Talléin
Tarskin totuusmééritelmén nojalla M =, A A B, joten A A B on paéattelyn
R oletusten looginen seuraus.

3.-11. Muut konnektiivisddnnot jatetddan lukijalle harjoitustehtéviksi. Todistusten
idea on pitkélti sama kuin vastaavissa todistuksissa propositiologiikassa (tosin
totuuden késite on eri).

12. Olkoon P sellainen péattely, ettd muuttuja x; ei esiinny vapaana missain

A
P:n oletuksessa. Oletetaan lisdksi (induktio-oletus), etté 7;1 on ehyt. Olkoon
P
R paattely A . Olkoon M L-kaava ja s M-tulkintafunktio, jotka to-

teuttavat kaikki padttelyn R (ja siten myos paattelyn P) oletukset. Olkoon
a € dom(M) mielivaltainen. Koska x; ei esiinny vapaana P:n oletuksissa,
Lauseen nojalla, myos tulkintafunktio s(a/z;) toteuttaa P:m oletukset.
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13.

14.

15.

Induktio-oletuksen nojalla téalléin M |=s(a /z;) A ja siten Tarskin totuusmédri-
telmén nojalla M =, Vz,; A (koska a oli mielivaltainen).

Oletetaan sitten induktio-oletuksena, etta ‘v’f- 4 on ehyt paittely. Olkoon R
7) K3
paattely  Vx; A, missid ¢t on vapaa muuttujalle z; kaavassa A. Olkoon M
A(t/x;)

L-malli ja s M-tulkintafunktio, jotka toteuttavat paattelyn R oletukset, ja
siten myos P oletukset. Induktio-oletuksen nojalla M |=¢ Va; A. Siten jokai-
sella a € dom(M) pitee M |=yq/a,) A, erityisesti siis valinnalla a = tM(s).
Koska t on vapaa muuttujalle x; kaavassa A pétee talloin sijoituslemman

(Lause [6.5]) nojalla M =, A(t/z;).

Oletetaan, etta [ on ehyt paattely ja ¢t on vapaa muuttujalle x;
A(t/z;)
P
kaavassa A. Olkoon R paittely A(t/z;) . Olkoon M L-malli ja s M-

tulkintafunktio, jotka toteuttavat R:n oletukset ja siten myds P:n oletukset.
Induktio-oletuksen nojlla M =, A(t/x;). Sijoituslemman nojalla pétee tél-
16in M Ega/z) A, missi a = tM(s). Koska a € dom(M), pitee tillsin
M g Jz,A.

A
Oletetaan, etta Elf A ja @ ovat ehyitd padttelyitd ja ettd x; ei eisiin-
ny vapaana kaavassa B tal missddn padttelyn O oletuksessa paitsi kaavas-
sa A. Olkoon R paéttely EIPA g . Olkoon M L-malli ja s M-
L4

tulkintafunktio, jotka toteuttavat p%éittelyn R oletukset. Talloin ne toteut-
tavat péadttelyn P oletukset ja siten induktio-oletuksen nojalla kaavan Jx;A.
Siis jollakin a € dom(M) pétee M |=(4/a,) A. Siten M ja s(a/x;) toteutta-
vat paattelyn Q oletuksen A. s toteuttaa Q:n muut oletukset, ja koska x; ei
esiinny néissa vapaana, lauseen nojalla, my6s s(a/x;) toteuttaa ndma ole-
tukset. Siis s(a/x;) toteuttaa kaikki Q:n oletuket. Induktio-oletuksen nojalla
pitee nyt M |=4(a/z,) B. Koska x; ei esiinny B:ssé vapaana, myds M =, B.

]

Korollaari 7.8. Jos on olemassa luonnollinen pddttely A:lle, A on validi.

Todistus. Luonnollinen paéttely A:lle tarkoittaa padttelyd ilman oletuksia. Siten
kaikki mallit ja tulkintafunktiot toteuttavat tdmén padttelyn oletukset. Eheys-
lauseen nojalla A:n aakkoston mallit ja néiden kaikki tulkintafunktiot toteuttavat
siten A:n, eli A on validi. n

Kuten propositiologiikassa, myos predikaattilogiikassa eheyslausetta voidaan
kiyttad osoittamaan, ettd jotakin er voida péadtella annetuista oletuksista.
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Esimerkki 7.9. Osoitetaan, ettei voida paitelld kaavaa JyVeR(y,z) kaavasta
VazIyR(x,y). Olkoon nimittiin dom(M) = {0,1} ja R™ = {(0,1),(1,0)}. Tallsin,
jos s on M-tulkintafunktio, niin

o (s(0/2)(1/y)(x),s(0/x)(1/y)(y)) = (0,1) € RM, joten M |y R(z,y)
ja siten M f=40/2) YR(z,y),
)
)

o (s(1/2)(0/y)(x),s(1/2)(0/y)(y)) = (1,0) € RM, joten M Esa/ay0sy) R(2,Yy)
ja siten M f=41/2) JyR(z,y),

eli kaikilla a € dom(M) pétee M =472 FyR(z,y) ja siten M =, VaIyR(z,y).
Kuitenkaan millisin a € dom(M) ei pade (a,a) € RM, joten M Fs(a/y)(a/z)
R(y,z) ja siten M {sap) VeR(y,xz) millién o« € dom(M). Siten M =
YV R(y, ).
Néin ollaan osoitettu, ettd JyVaeR(y,x) ei ole kaavan VaxIyR(z,y) looginen seu-
raus. Eheyslauseen nojalla pétee talloin

VaedyR(z,y) t FyVzR(y, x).

8 Aksioomat ja teoriat

Toisinaan logiikassa ei olla kiinnostuneita kaikista annetun aakkoston malleista, vaan
vain tietynlaisista. Jos esimerkiksi aakkosto L sisdltda kaksipaikkaisen relaatiosym-
bolin, saatetaan olla kiinnostuneita kaikkien L-mallien asemesta vain niisté, joissa
relaation tulkinta muodostaa verkon (relaatio on symmetrinen ja silmukaton). Té&l-
16in voidaan rajoittua tarkastelemaan vain niitd L-malleja, jotka toteuttavat verk-
kojen aksioomat. Tietyn mallikokoelman aksioomien kokoelmaa sanotaan teoriaksi.

Logiikan keskeisid teemoja on kysymys, milloin tietty malliluokka voidaan ku-
vailla aksioomien avulla, eli aksiomatisoida. Esimerkiksi ryhmét, renkaat, kunnat
ja vektoriavaruudet (yli annetun kunnan) voidaan aksiomatisoida, mutta esimer-
kiksi kaikkien aérellisten joukkojen kokoelmaa ei. Téhéan kysymykseen perehdytaan
tarkemmin Matemaattisen logiikan ja Malliteorian kursseilla. Téassa luvussa tyydy-
taan tarkastelemaan joitakin esimerkkejé teorioista seké sité, miten teoriat ilmenevat
paattelyssa.

Maaritelmé 8.1. Olkoon L aakkosto. (L-)teoria T on joukko L-lauseita. Teorian
T alkioita sanotaan teorian aksioomeiksi. Jos M on L-malli ja M = A kaikilla
A €T, M on teorian T malli. Jos L-lause B voidaan padtella T:n aksioomeista,
B on teorian T' teoreema.

Esimerkki 8.2. Verkkojen aakkosto koostuu kaksipaikkaisesta relaatiosymbolista,
yleensd merkitdédn tiatd E (engl. sanasta edge, sdrmé). { £'}-malli on verkko, jos E:n
tulkinta on symmetrinen ja irrefleksiivinen. Jos kéytetdén lyhennysmerkintad xEy
kaavalle E(z,vy), verkkoteorian aksioomat ovat:

V1 VaVy(zEy — yEz) (symmetrisyys)
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V2 Vez—xEx (irrefleksiivisyys)

{F}-malli G on siis verkko, jos ja vain jos se toteuttaa aksioomat V1 ja V2, eli

GEV1jagEV2.

Esimerkki 8.3. Toinen klassinen esimerkki on jéarjestyksen teoria. Valitaan aak-
kostoksi L = {<} ja merkitadn taas kaavaa < (z,y) lyhyemmin z < y. Télléin
jarjestyksen aksioomat ovat:

J1 Vo -z < x (irrefleksiivisyys)
J2 VaVyVz((x < y ANy < z) = x < z) (transitiivisuus)
J3 VaVy(r <yVy <z Vz=y) (totaalisuus)

Esimerkkeja jarjestyken teorian malleista ovat luonnolliset luvut ja reaaliluvut
tavanomaisella (tiukalla) jarjestyksellaan. Esimerkki jarjestyksen teorian teoreemas-
ta on VaVy(r < y — -y < x), minki seuraava paéttely osoittaa:

VaVyVz((z <y ANy < z) =z < 2)

¥V E, hl
VyVz((r <y ANy < z) = x < 2) B
Vz((z <yAy<z) = x<2) VEI;B [z < y? [y < ]!
(r<yhy<z)—ax<zx ’ r<yAy<uz " per < 2 B b
T<x P r <z
LN <X _ 4y
Y <z —>’71‘2

T<y— y<x
Yy(r <y — -y < x)
VaVy(x <y — -y < x)

¥ T, h5

¥ T, hé

Ehdot:
h1: x on vapaa muuttujalle x kaavassa VyVz((z <y Ay < z) = = < 2)
h2: y on vapaa muuttujalle y kaavassa Vz((z <y Ay < z) — z < 2)
h3: z on vapaa muuttujalle z kaavassa (r <yAy<z) >z <z ja
(x<yhNy<z)—ax<z)(r/z)=(r<yhy<z)—>zr<cz
h4: z on vapaa muuttujalle x kaavassa -z < x
h5: y ei esiinny vapaana péadttelyn oletuksissa (huomaa, etté tilapéiset oletukset
r <y jay < x on jo hylitty, joten ne eivét ole téssa vaiheessa enéé oletuksia)
h6: z ei esiinny vapaana paattelyn oletuksissa

Esimerkki 8.4. Téssd materiaalissa identiteettisymbolilla on erityinen rooli. Sille
ei anneta mallikohtaisia tulkintoja, vaan se tulkitaan jokaisessa mallissa todellisena
yhtésuuruutena:

=M= {(a,a) | a € dom(M)}.

Tama johtuu siité, etta kaikessa hiljaisuudessa on oletettu, etta kaikki mallit toteut-
tavat identiteettiaksioomat:
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1. Vex =2

2. VaVy(z =y — y = x)

3. VaVyVz((z =y Ay =2) >z = 2)
4. Vavy((z =y A Fi(z)) = Pi(y))

5. Vay - Ve, ,Yy - Vy((x1 = 1 A - ANxy = yo A RMNap,...,x,) —
R?<y177yn))

Aksioomeista ensimmaéiset kolme ilmaisevat, ettd yhtdsuuruus on ekvivalenssirelaa-
tio. Seuraavat ovat itse asiassa aksioomaskeemoja, jotka ilmaisevat, ettd aakkoston
predikaatti- ja relaatiosymboleiden tulkinnat kunnioittavat tatd yhtasuuruutta (jo-
kaiselle aakkoston predikaatti- ja relaatiosymbolille tulee oma aksioomansa).

Esimerkkeja identieteettiaksioomien teoreemoista ovat Vedyx = y ja daVyx =
y — VaVyxr =y.

Oletus, ettéd kaikki tarkasteltavat mallit toteuttavat identiteettiaksioomat, tar-
koittaa kiytannossa sitd, ettd identiteettiaksioomeja voidaan kiyttda péaattelyiden
oletuksena aina, kun se on tarpeen (kdytdnnossé silloin, kun padteltévissa kaavoissa
esiintyy identiteettid).

Esimerkki 8.5. Identiteettid kiyttden, voidaan ilmaista, ettd mallissa on korkein-
taan n alkiota:
g F,Vy(ly =1 V- Vy =1,).

Sen sijaan predikaattilogiikalla ei voida ilmaista, ettd mallissa on dérellisen monta
alkiota. Sen todistamiseen tdmén kurssin tyokalut eivat riitd, mutta viite todistetaan
esim. kursseilla Matemaattinen logiikka tai Malliteoria.

9 Funktiot aakkostossa

Tahan mennessa on tarkasteltu aakkostoja, joissa ei ole funktiosymboleja. Funktio-
symbolien lisdédminen tuo kiayttoon uudenlaisia termeja. Itse kaavojen méaritelmaan
ne eivat vaikuta.

Funktiosymboleita kiytetdan, kun halutaan tarkastella funktioita malleissa. N&-
mé voivat olla yksipaikkaisia, kuten ! tai cos(z), tai monipaikkaisia, kuten line-
aarikuvaukset 2x 4+ 3y — 2z ja . — y.

Funktioita varten lisdtddn aakkostoon n-paikkaiset (n > 1) funktiosymbolit
FoFY, ... (kdytdnnossd usein F', F', G, G',...)

Jos aakkostossa L esiintyy funktiosymboli F}* on jokaisessa L-mallissa M oltava
symbolille tulkinta. n-paikkaisen funktiosymbolin tulkinta on (totaali) n-paikkainen
funktio M :ssé:

(EMM . M™ — M.
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Totaalisuusvaatimus tarkoittaa, ettd funktion on oltava mééritelty koko joukossa

M™. Siten esimerkiksi (R, 1) ei ole aakkoston {F} malli, koska 1 ei ole médritelty

koko mallin universumissa.

Funktiosymbolien avulla voidaan muodostaa uusia termeja. Funktioita yhdis-
tamaélla saadaan jo yhdelld funktiosymbolilla numeroituvan monta uutta termié.
Esimerkkeja téllaisista termeistéa ovat

F(z), F(F(x)), F(c),G(x,c),G(F(x),c) ...

Nyt voidaan antaa lopullinen mééritelmé L-termeille (médritelmassi 2. 1 rajoituttiin
aakkostoihin ilman funktiosymboleita):

Maéaritelma 9.1 (L-termi). Olkoon L aakkosto. T&ll6in L-termien joukko mééri-
telldan seuraavasti:

1. Muuttujat xg,x1,... ovat L-termeja.
2. Jos ¢; € L on vakiosymboli, ¢; on L-termi.

3. Jos F* € L on n-paikkainen funktiosymboli ja 1, ...,t, ovat L-termejd, niin
my6s F*(ty,...,t,) on L-termi.

Termejé, joissa ei esiinny muuttujia, sanotaan wvakiotermeiksi. Vakiosymbolien
liséksi vakiotermejéd ovat esim. F'(c), F(F(c)),G(c, F(c)) jne.

Termeja kiytetadn kuten aiemmin atomikaavoissa
o t; =ty, esim. F(z)=G(c,H(x,y,2))
o R(ty,...,t,), esim. R(z, F(z), F(F(x)))

Jotta nédiden toteutuminen voidaan méaritelld, on laajennettava termin arvon méa-
ritelméas:

Maédritelméd 9.2 (Termin arvo). Olkoon L aakkosto, M L-malli ja s M-
tulkintafunktio.

1. Jos t = x;, niin tM(s) = 2M(s) = s(x;).
2. Jos t = ¢;, niin tM(s) = cM(s) = M.
3. Jos t = FM(ty,...,t,), niin t"(s) = F'(ty,...,t,)M(s) =

(FPYM (T s), - 12 s)).

Termin F'(t1,t9) arvon méérittamiseksi on siis ensin mééritettéava termien ¢; ja
to arvot (induktiivinen mééritelma). Téma antaa kaksi mallin alkiota, sanotaan a ja
b. Taman jilkeen tarkastellaan, miké funktio on F':n tulkinta mallissa, ja lasketaan
tdmén funktion arvo parametreilla a ja b.
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Esimerkki 9.3. Olkoon M = (N, FM GM ! M) missd FM(m) = m + 1,
GM(m,n) =m+n, ¢! =0 ja ¢ = 1. Halutaan selvittii, piteekd

M }:S F<Cl) = G(w,y),
kun s(z) =0 ja s(y) = 2. Nyt
Flery™(s) = FM(cM(s)) = PM() =141 =2
ja
Ga,y)"(s) = GM(a™M(s),y™(s)) = GM(s(2), 5(y)) =0+ 2 =2.

Siten F'(c;)M(s) = G(x,y)™(s) ja Tarskin totuusméiiritelmin (muotoa t = ¢’ ole-
ville atomikaavoille) nojalla pétee

M E, F(e) = G(z,y).

Esimerkki 9.4. Funktiosymbolin o avulla voidaan késitelld esim. ryhmén laskutoi-
mitusta. (Téssd kiytetddn lyhennysmerkintdd a o b kaavalle o(a, b).) Ryhmé&aksioo-
mat ovat silloin seuraavat predikaattilogiikan lauseet (yksinkertaisuuden vuoksi on
myo0s lisitty vakiosymboli e neutraalialkiolle):

VaVyVz((zoy) oz =wo(yoz))
Ve(roe=xANeox =1x)
Vedy(zoy=eAyox =ce)

Nyt jokainen {o,e}-malli, joka toteuttaa ylldolevat aksioomat, on ryhmé. Huomaa,
ettd ryhméaaksiooma GO “jokaisella a,b € G pétee aob € GG seuraa siité, ettd o on
funktiosymboli, jolloin sen tulkinnan on oltava totaali, eli méaéaritelty kaikille pareille

(a,b) € G*.

Esimerkki 9.5. Toinen klassinen struktuuri on (N, s), missi s on seuraajafunktio
s(n) = n + 1. Usein lisétdén 0 vakiosymboliksi. Mallilla on mm. seuraavat ominai-
suudet:

e s(n)=s(m)—>n=m,
e jos n # 0, niin jollakin m pétee s(m) = n.
Mallissa péatee myos nk. induktioskeema: Jos A on {s,0}-kaava, niin
(A(0/z0) AVzo(A — A(s(x)/x0))) = VaoA
on induktioaksiooma. Induktioskeema antaa siten aksiooman jokaiselle kaavalle A.

Kun aakkosto sisaltda funktiosymboleita, sijoitettavia termejé on entistd useam-
pia. Sijoituksissa on my0s oltava tarkkana, koska termit voivat siséltééd useita muut-
tujasymboleita, joten sen tarkistaminen, onko termi vapaa annetulle muuttujalle
kaavassa, vaatii kaikkien termissa esiintyvien muuttujien huomioimista. Siten esim.
termi F'(x,x) on vapaa muuttujalle = kaavassa VyR(z,y), mutta termi F(x,y) ei,
koska F'(z,y) sisdltad muuttujan y, joka sijoituksessa tulisi sidotuksi.
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Esimerkki 9.6. Paitelladn Vady F(zr) = y. Kéytetddn oletuksena ensimméisté
identiteettiaksioomaa.

Vex =x

vV E, hl
F(z) = F(x) I
WE@) =y ..
Vedy F(z) =y ’

Ehdot:
hl: F(x) on vapaa muuttujalle x kaavassa r = x
h2: F(x) on vapaa muuttujalle y kaavassa F(z) = y ja F(z) = y(F(z)/y) on
F(x) = F(x)
h3: z ei esiinny vapaana paattelyn oletuksessa.

Funktiosymbolit vaativat myos uuden identiteettiaksiooman (tai tarkemmin
identiteettiaksioomaskeeman, yksi aksiooma kullekin funktiosymbolille):

Vay .. Ve Yy . Yy, (o =y Ao Axy =) = FN (21,0 xn) = FMN Y1, -+, Yn))-

Nyt voidaan koota kattava lista identiteettiaksioomeista (yksi- ja kaksipaikkaiset
relaatiosymbolit ovat vain erikoistapaus yleisemmistéd n-paikkaisista relaatiosymbo-
leista):

1. Vex =2
2. VaVy(zr =y — y =x)

3. VaVyVz((z =y ANy =2) > o = 2)

4. Yoy Ve,Yyr Yy, (1 = 1 A - ANz = yo A RMaq,...,2,)) —
R (yrs - yn))
5. Vay ... Ve,Vyr .. . Vy,((x1 = yi A - ANz = yn) — F'(x,...,2,) =

FMyr, - un))

10 Isomorfismi

Matemaattisten mallien kohdalla ollaan yleensa kiinnostuneita vain mallin raken-
teesta, ei niinkddn siitd, mistd joukoista ndmé& mallit on rakennettu. Esimerkiksi
viiden alkion lineaarijarjestys voi olla

0<1<2<3<4,

mutta yhtd hyvin voitaisiin valita viisi eri reaalilukua (esim. 0,25, e, 7, 4 ja V20 )
tai viisi abstraktia alkiota a < b < ¢ < d < e. Rakenne on joka tapauksessa sama,
vain alkioiden nimet vaihtelevat, eivitkd ne 'nay’ mallissa. Tata ilmiotéd ilmaistaan
sanomalla, ettd ylla mainitut mallit ovat keskenéén isomorfiset.

34



Maééritelmé 10.1. Olkoon L aakkosto ja olkoot M ja M’ kaksi L-mallia. Funktio
f on isomorfismi mallien M ja M’ vélilla (merk. f: M = M), jos:

1. f on bijektio f : M — M’ mallien unversumien valilla (M = dom(M) ja
M’ = dom(M’)),

2. jokaisella vakiosymbolilla ¢ € L pétee
f(M) =M,
3. jokaisella m-paikkaisella (n > 1) relaatiosymbolilla R € L ja kaikilla
ai,...,a, € M patee
(a1,...,a,) € R™ jos ja vain jos (f(a1), ..., f(an)) € RM
ja yksipaikkaisen predikaattisymbolin P € L tapauksessa

a1 € PM jos ja vain jos f(ay) € PM,

4. jokaisella n-paikkaisella funktiosymbolilla F' € L ja kaikilla a,...,a, € M
patee

FFM (. an)) = FM(f(ar), .-, flan)).
Jos on olemassa isomorfismi f: M — M’ mallit M ja M’ ovat isomorfiset.

Intuitiivisesti ilmaistuna kaksi mallia ovat isomorfiset, jos ne ovat alkioiden ni-
medmista vaille samanlaiset.

Esimerkki 10.2. Kuvan [l verkot ovat isomorfiset.

b 2

e d 5

Kuva 5: Kaksi isomorfista verkkoa

Isomorfisuuden voi osoittaa esimerkiksi isomorfismilla f, missé

fla) =1, f(b) =3, f(¢) =5, f(d) =2, f(e) =4

Télla kuvauksella vasemman verkon solmuparit kuvautuvat sellaiselle oikean verkon
solmuparille, ettd ensimmaisten vélilld on sérma jos ja vain jos niiden kuvien valilla
on sarma.
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Esimerkki 10.3. Olkoon L aakkosto, jossa on yksi vakiosymboli, yksi predikaat-
tisymboli ja yksi yksipaikkainen funktiosymboli, L = {c, P, F'}. Olkoot M ja M’
seuraavat L-mallit: dom(M) = dom(M’) = {0,1,2,3,4,5}, M =0, M = 2,
PM=10,1,2}, PM ={2,4,5} ja FM ja FM ovat molemmat funktio a ~ a + 1(
mod 6) eli FM(0) = FM(0) =1, FM(1) = FM (1) =2,..., FM(4) = FM (4) =5,
FM(5) = FM(5) = 0. Tallsin M ja M’ eivit ole isomorfiset.

Osoitetaan epaisomorfisuus vastaoletuksen kautta. Jos f : M — M’ olisi iso-
morfismi, niin olisi oltava

Talloin olisi oltava myos
F(1) = F(FM(0)) = FM(f(0)) = FM(2) = 3.

Mutta 1 € PM| joten nyt téytyisi olla myds f(1) € PM'. Kuitenkaan 3 ¢ PM',
joten f ei voi olla isomorfismi.

Logiikan kannalta isomorfiset mallit ovat aivan samanlaiset. Téstd seuraa mm.
ettd isomorfiset mallit toteuttavat samat lauseet. Témén todistamiseksi (induktiolla)
taytyy kuitenkin tarkastella kaavoja, ja niiden toteutuminen riippuu tarkasteltavasta
tulkintafunktiosta. Tésté syysta tarvitaan jokin tapa vertailla tulkintafunktioita eri
malleissa.

Maaritelma 10.4. Olkoot M ja M’ kaksi isomorfista L-mallia ja olkoon f isomor-
fismi M — M’. M-tulkintafunktio s ja M’-tulkintafunktio s’ ovat konjugaatteja
isomorfismin f suhteen, jos §'(x) = f(s(z)) kaikilla muuttujilla z.

Nyt voidaan osoittaa, ettd jos M ja M’ ovat kaksi isomorfista mallia ja s ja '
mallien tulkintafunktioita, jotka ovat konjugaatteja, niin kaikilla kaavoilla A pétee
M ¢ A jos ja vain jos M’ =y A. Aloitetaan termeji koskevalla lemmalla.

Lemma 10.5. Olkoon L aakkosto ja M ja M’ kaksi isomorfista L-mallia. Olkoon
s M -tulkintafunktio ja s M’ -tulkintafunktio ja f : M = M’ isomorfismi niin, ettd
s ja s ovat konjugaatteja isomorfismin f suhteen. Tdalloin jokaiselle L-termille t
patee:

FEM(s)) = t7(s).

Todistus. Vaite todistetaan induktiolla termin rakenteen suhteen.

Tapaus 1: ¢ on vakiosymboli ¢. Talloin tM(s) = M ja t"M'(s') = M. Koska f
on isomorfismi, niin f(cM) = M. Siten f(tM(s)) = t"M'(s').

Tapaus 2: ¢ on muuttuja x. Tiallsin tM(s) = s(z) ja t"'(s") = s'(z). Koska
s ja s ovat konjugaatteja isomorfismin f suhteen, niin f(s(z)) = s§'(x). Siten

FM(s)) = t(s").
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Tapaus 3: ¢ on termi F(ty,...,t,) ja (induktio-oletus:) véite pétee termeille
ti,....t,. Tallsin

tM(s) = FMtM(s), ... tM(s)) ja tM(s') = FM(EM(S), .. M (s')).

n

Induktio-oletuksen nojalla f(tM(s)) = tM'(s') kaikilla 1 < i < n ja koska f on
isomorfismi, on f(FM(tM(s), ... tM(s)) = FM (f(tM(s)),..., f(tM(s))). Siten

FEs) S FEM ), 1))
i (), H )
), ()
)

]

Lause 10.6. Olkoot L aakkosto, M ja M’ kaksi isomorfista L-mallia, s M-
tulkintafunktio ja s M’ -tulkintafunktio niin, ettd f: M = M’ on isomorfismi ja
s ja s ovat konjugaatteja f:n suhteen. Tdlloin jokaisella L-kaavalla A pitee:

M [, A jos ja vain jos M' =y A.

Todistus. Oletetaan, ettd f : M — M’ on isomorfismi. Todistetaan lause induk-
tiolla kaavan A rakenteen suhteen samanaikaisesti kaikille M -tulkintafunktioille s
ja M’-tulkintafunktioille ', jotka ovat konjugaatteja f:n suhteen.

Alkuaskeleessa osoitetaan viite atomikaavoille:

Oletetaan, ettd A on kaava t = t' ja s ja s’ ovat konjugaatteja. Jos M =, A,
niin tM(s) = M(s) jasiten f(tM(s)) = f(#M(s). Lemman[10.5nojalla f(t*(s)) =
M) Ja f(1M(s)) = t*(s), joten

tM(s') = F(EM(s)) = fF(tM(s)) = (s,

Kisntien, jos M’ =y A, niin tM'(s') = #M(s'), ja taas Lemman nojalla
on tallsin f(tM(s)) = f(t"M(s)). Koska f on injektio, on t*(s) = t’M( ), jolloin
M t=t.
Tapaus, misséd A on muotoa R™(t1,...,t,) jatetdén lukijalle harjoitustehtavéksi.
Induktioaskeleessa oletetaan induktio-oletuksena, ettd M |=¢ B jos ja vain jos
M’ =y B kaikilla tulkintafunktioilla s ja s, jotka ovat konjugaatteja f:n suhteen.
Vastaava ominaisuus oletetaan myos kaavalta C'.

Jos A on kaava —B ja s ja s ovat konjugaatteja, niin

M ;¢ A jos ja vain jos M [£g B (Tarskin totuusmédritelmé)
jos ja vain jos M’ £y B (induktio-oletus)
jos ja vain jos M’ =g A (totuusmédritelm4).

Jos A on kaava B A C ja s ja s’ ovat konjugaatteja, niin M |=; A, jos ja vain
jos M s B ja M |, C. Induktio-oletuksen nojalla tamé pétee jos ja vain jos
M’ gy B ja M' =, C, miki edelleen on yhtépitéviad ehdon M’ =, BAC kanssa.
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Tapaukset, missd A on BV C, B — C tai B < C jatetaddn lukijalle harjoitus-
tehtavaksi.

Olkoon sitten A kaava JzB ja olkoot s ja s tulkintafunktioita, jotka ovat
konjugaatteja. Jos M k=, A, niin on olemassa a € dom(M), jolla M =44z B.
Koska s ja s’ ovat konjugaatteja, patee kaikilla muuttujilla paitsi muuttujalla x:

f(s(a/z)(y)) = f(s(y)) = 5'(y) = 5'(f(a) /) (y).

Toisaalta muuttujalle x péatee

f(s(a/z)(x)) = f(a) = 5'(f(a)/x)(x).
Siten tulkintafunktiot s(a/x) ja s'(f(a)/x) ovat konjugaatteja. Induktio-oletuksen
nojalla pétee talloin M’ =g (f(0)/2) B ja koska f(a) € dom(M’), pitee M’ =y 2B
eli M’ =y A. Toisaalta, jos M’ =4 A, niin jollakin b € dom(M’) pétee M’ =g b/a)
B. Koska f on surjektiivinen, niin on olemassa a € dom(M), jolla f(a) = b. Téll6in
s(a/z) ja §'(b/x) ovat konjugaatteja f:n suhteen, joten induktio-oletuksen nojalla
M 4oy B. Tarskin totuusmééritelmén nojalla pétee télloin M =, A.

Tapaus, missé A on kaava VB jitetdédn lukijalle harjoitustehtéviksi. O]
Korollaari 10.7. Jos M ja M’ ovat kaksi isomorfista L-mallia ja A on L-lause,
nin

M E A jos ja vain jos M’ = A.

Todistus. Oletetaan, ettd f : M — M’ on isomorfismi ja M = A. Tamé tar-
koittaa, ettd M =, A kaikilla M-tulkintafunktioilla s. Olkoon s mielivaltainen
M’ -tulkintafunktio. Mééritelladn M -tulkintafunktio s” ehdolla

s"(x) = f7H(s'(2))
kaikille muuttujille z (tdmé on mahdollista, koska f on bijektio, ja siten f~! on mé-
ritelty). Néin s” ja s’ ovat konjugaatteja f:n suhteen, joten edellisen lauseen nojalla
M g A jos ja vain jos M’ =y A. Koska M =, A kaikilla M -tulkintafunktioilla,
on siis oltava M’ =y A, ja koska s’ oli mielivaltainen tdmé pétee kaikilla M’-
tulkintafunktioilla s’ ja siten M’ = A.
Jos toisaalta M [~ A, niin jollakin M -tulkintafunktiolla s pdtee M -, A.

Talloin voidaan maaritella M’-tulkintafunktio s’ ehdolla

s'(x) = f(s(z)),
jolloin s ja s’ ovat konjugaatteja. Siten edellisen lauseen nojalla M’ [~y A ja siten

M I~ A O

Edella todistettu korollaari osoittaa, ettéd isomorfisia malleja ei voida erottaa toi-
sistaan predikaattilogiikan kaavoilla. Luonnollinen jatkokysymys on, ovatko kaikki
mallit, jotka toteuttavat samat kaavat, isomorfisia keskenéén. Vastaus tdhan on kiel-
teinen. Voidaan osoittaa, etté esim. lineaarijarjestykset (Q, <) ja (R, <) toteuttavat
samat lauseet (todistus perustuu nk. Ehrenfeucht-Fraissé-peleihin), mutta koska Q
on numeroituva ja R ei, mallit eivit voi olla isomorfisia. Sen sijaan aérelliset line-
aarijarjestykset ovat isomorfisia jos ja vain jos ne toteuttavat samat lauseet. TAmé&
johtuu siité, ettd dérellisen aakkoston dérellisen mallin kaikki ominaisuudet (mukaan
lukien mallin koko) voidaan kuvailla jo yhdella predikaattilogiikan lauseella.
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