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Differentialkalkyl, hosten 2016
Ovning 3 — Modell6sningar

Al.

A2.

A3.

Betrakta funktionen f: R — R, som ér definierad av villkoren f(z) = X da a # 0
och f(0) =0. Visa att f antar alla reella varden.

Lésning: Helt klart antar funktionen vardet noll, s det rédcker med att undersoka
alla varden y # 0:

Lat y # 0. Nu géller
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Alltsa antar funktionen f alla reella varden.

Los ekvationen sinx = %

Lésning: En enskild 16sning for ekvationen ér x = T Losningen hittar man exem-
pelvis fran en likbent réatvinklig triangels trigonometri. Rita bild!
Alla 16sningar fas fran enhetscirkeln. Rita bild!

)
Ekvationens 16sning ar alltsa x = g + 21 eller x =71 — % + 2mn = g + 2mn, dar
nea.

Anta att ACR och f: A — R. Lat
m = sup{f(z) | z € A}.

Vi antar dessutom att for alla x € A géller att f(z) < m. Visa att den funktion g
som definieras av uttrycket

inte dr uppat begransad i mangden A.
Losning:
Tankar infor beviset:

Man ska alltsa visa att méngden {g(z) | * € A} inte ar uppifran begransad. Detta
betyder att det for alla M > 0 finns ett x € A, sd att g(z) > M.

Vi vet att m = sup{f(x) | x € A}. Da géller for varje £ > 0 att det finns ett z € A,
sa att f(z) >m — e alltsa m — f(z) <e.

Eftersom m > f(z), s& m — f(x) > 0 och vi kan uppskatta uttrycket

Vi marker ekvivalensen:



A4.

Bevis:
Lat M > 0.
Nu finns ett = € A, sd att m — f(2) < 5;. For detta « géller:

1 1
g(m):m>%:M

Alltsa &r méangden {g(x) | x € A} inte uppifran begrénsad.

Anta att den vixande funktionen f ar definierad atminstone da x € |a,b[. Anta att
xo € Ja, bl.

(a) Visa att de ensidiga gransvéirden lim sz S (x) och lim, nat [ (x) existerar.
(b) Visa att lim, - flz) < f(xo) < lim,_, f(z).
Tips: Undersok Sats 3.3.4 (sida 68) i boken [HKK].

Lésning:
(a) 1. Vivisar forst att lim, ras S (x) existerar:

Vi undersoker méngden A = {f(z) | * < xo}. Eftersom funktionen f &r
vaxande, sa ar f(zg) en Ovre grins for A. Saledes géller att mangden A
har en minsta dvre grins a = sup A. Vi visar att lim,_, - f(z) = a.

Bevis:

Lat e > 0. Nu finns det ett x; < zg, sa att f(z1) > a—e. Vilj § = |z —x0].
Nu géller for alla © € (zo — |x1 — zol,z0) att z € (x1,20) och eftersom f
ar vaxande, sa foljer det att

flx) > f(x1) >a—c¢
alltsa
a— f(z) <e.
Eftersom = < zg, sd f(x) < a och darmed f(z) —a < 0. Alltsa galler

[f(z) —al =a—f(z) <e.
Saledes géller att lim S f(x) =a.

ii. Till ndst visar viatt lim,_, .+ f (x) existerar. Detta gors pa motsvarande vis:

Vi undersoker méngden B = {f(z) | x > z¢}. Eftersom funktionen f ar
vaxande, s& ar f(zg) en undre gréns for B. Da géller det att méngden B
har en storsta undre grins b = inf B. Vi visar att lim, . f (x) =b.

Bevis:

Lat € > 0. Nu finns det ett xo > xq, sa att f(zy) < b+e. Valj § = |za—x0].
Nu géller for alla z € (zg, o + |x2 — z9|) att z € (x,x2) och eftersom f
ar vaxande, sa foljer det att

flz) < f(xg) <b+e

alltsa
flz)—b<e.



Eftersom x > x¢, sa géller f(z) > b och ddrmed f(z) —b > 0. Alltsa

[f(x) = bl = f(z) —b<e
Saledes géller att lim,_, + f (x) =b.
(b) Eftersom f(z() &r en 6vre grans av A, sa

lim f(z) =supA < f(xg)

(E*)IO

och motsvarligen eftersom att f(zg) dr en undre grins av méngden B, si

lim, f(z) =sup B > f(xo)

x%zo

dérmed géller att lim, - f () < f(xo) < lim, nat f (x).

A5. Kompendiet [HS] Differential- och Integralkalkyl 1.1 av Ritva Hurri Syrjanen finns
lankat till hemsidan av kursen Differentialkalkyl. Pa sidan 86 ges fem axiom (ba-
segenskaper) for funktionerna sinus och cosinus, som bildar en lista pa nagra av de
kinda egenskaperna fran skolan for dessa funktioner. Ovriga egenskaper kan hérledas
fran dessa axiom.

Visa pa basen av dessa axiom att funktionerna x — sin(z) och x — cos(z) ar konti-
nuerliga i punkten x = 0. (Beviset ar skisserat pa sidan 87 och detta far naturligtvis
anvandas som utgangspunkt.)

Lésning: Vi visar till forst att funktionen sinz &r kontinuerlig i noll:

Tankar infor beviset:

|sinz — sin 0] = | sin z|

Det finns ett 0; > 0, sd att da 0 < |z — 0] < d, sa géiller

smr 1’ <1
T
alltsa
-1 < ST 1<1
T
vilket ger att
0 sin z <9
x
och darmed
o< sin x <9
T

som ger att
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sinx

X

och darmed

|sinz| < 2|z| = 2|z — 0.
Vi marker ekvivalensen:

€

2]x—0|<5<:>|x—0|<2

Bevis:

Lat e > 0. Valj 6 > 0 sd att § = min{dy, 5}. Anta 0 < |z — 0] < 0. Nu géller

|sinz —sin 0] = |sinz| < 2|z| =2|z — 0] < 2§ <e.

Alltsa ar sin x kontinuerlig i noll.

Vi visar &nnu att cosz &r kontinuerlig i noll:

cosx:cos<$+x> :cOSQ§—sin2£zl—sinzf—sin2£:1—2sin2£
2 2 2 2 2 2 2

z

Funktionen cosz = 1 — 2sin? 5

i noll.

ar nu enligt satserna 4.1.15 och 4.1.12 kontinuerliga

(Fortsittning pa uppgift Ab)
Visa att x + sin(z) och z — cos(z) &r kontinuerliga i méngden av reella tal.

Lésning: Funktionen f &ar kontinuerlig i punkten zy om

lim f(z) = f(z0)

T—xQ

alltsa

lim f(xo 4+ h) = f(zo), dar h =z — .
h—0

Vi visar till férst kontinuiteten av sinusfunktionen:

Lat z¢o € R. Nu géller
sin(xg + h) = sinxg cos h + sin h cos x

Maérk att xy bara ar nagon punkt dar vi undersoker kontinuiteten. Den &r alltsa en
konstant och darmed ar ocksa sin xy och coszy konstanter, sa darmed

lim sin xy = sin xg
h—0



lim cos xg = cos xg
h—0

och enligt forra uppgiften

limsinh =sin0 =0
h—0

lim cosh = cos (0 = 1.

h—0

Da galler enligt sats 3.1.11 att

}llim sin(xg 4+ h) = }llim(sin xgcosh +sinhcoszg) = sinzg - 1+ 0 - cosxy = sin xg
—0 —0

Sinusfunktionen dr darmed kontinuerlig i varje punkt xy, € R, alltsa ar den konti-
nuerlig.

Eftersom cosz = 1 — 2sin? 5, sd ar den ocksa kontinuerlig enligt satserna 4.1.12 och
4.1.15.



