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Ohjeita: Kuten Ia:lla, tarkastettavat tehtävät, joista jokaisesta saa maksimissaan 3 pistet-
tä, on merkitty alla kehyksellä tehtävän numeron ympärillä. Näissä laskareissa tarkastettavia
ovat siis tehtävät 4, 5 ja 6.

Muista tehtävistä (1–3 ja 7) saa yhden pisteen per tehtävä. Merkitse selkeästi vastauspa-
perin alkuun mitkä tehtävät olet saanut valmiiksi (tähän riittää, että olet vastannut
yli puoleen ko. tehtävän kysymyksistä).

Tehtävät 1 & 2

Tutkitaan funktiota

F (z) :=

∫ ∞
−∞

eizte−
√
1+t2dt , |Im z| < 1 .

(a) Osoita, että F on analyyttinen.
(Vihje: Jos D on suljettu kiekko annetussa alueessa, löytyy jokin ε > 0, jolla |Im z| ≤
1− ε kaikilla z ∈ D.)

(b) Etsi funktiot fk(t, z), k ∈ N, joiden avulla saadaan F :n k:s derivaatta integraalista
F (k)(z) =

∫∞
−∞fk(t, z)dt.

Tehtävä 3

Osoita, että sarjana määritelty funktio

F (z) =

∞∑
n=0

1

(z + n)2

on integraalina määritellyn funktion

f(z) =

∫ ∞
0

te−tz

1− e−t
dt

analyyttinen jatko.
(Vihje: Aloita todistamalla, että f(z) = F (z) kun z on positiivinen reaaliluku.)

(Jatkuu. . . )



Tehtävä 4 (tarkastettava tehtävä)

Osoita Eulerin Γ-funktion ominaisuuksia käyttäen, että digammafunktiolle ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z)

ovat voimassa kaavat

ψ(z + 1) = ψ(z) +
1

z
, ψ(1− z)− ψ(z) = π cotπz .

Tehtävä 5

Laske integraalit

(a)
∫ ∞
0

xe−x
4

dx , (b)
∫ 1

0

lnz−1(1/t)dt , Re z > 0 , (c)
∫ 1

−1
(1 + x)

1
3 (1− x)−

2
3 dx ,

Eulerin Γ- ja B-funktioiden avulla.

Tehtävä 6

Kuten Ia:ssa osoitettiin, voidaan Riemannin ζ-funktio määritellä sarjana

ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
,

kun Re z > 1. Johda seuraava esitys eräälle ideaalisen bosonikaasun statistiikassa esiintyvälle
integraalille: ∫ ∞

0

tz−1

et − 1
dt = Γ(z)ζ(z) , Re z > 1 .

Tehtävä 7

Todista seuraava tulos ∫ 1

0

x−xdx =

∞∑
n=1

n−n .

(Vihje: Exponenttifunktion sarjakehitelmä, muuttujanvaihto ja Γ-funktio.)


