Fourier'n sarja

Annetuista kertoimista ¢, k € Z, tehty Fourier'n sarja

00 N
S(x) = Z el = Nli‘noo Z el xeR
k=—00 k=—N

m Funktio S on selvasti 2m-periodinen, eli S(x + 27) = S(x)

m Jos > |ck| < oo, suppenee sarja kaikkialla ja maarittelee
Jjatkuvan funktion S(x)

m Jatkuvat periodiset funktiot ovat aina rajoitettuja ja niille
|Oytyy pisteet, joissa ne saavat maksimi- ja minimiarvonsa



2 Fourier'n kertoimet

Olkoon f 2m-periodinen funktio, jolle

27
/ IF(x)|dx < oo
0

Sen Fourier’'n kertoimet maaritellaan itseisesti suppenevina
integraaleina

= 1 [2r .
f = 27T/O f(x)e " dx, keZ

m Jonon (f;) Fourier'n sarjaa S(x) kutsutaan funktion f(x)
Fourier’'n sarjaesitykseksi

m Koska f on 2m-periodinen, voi mdéaritelman integraalin
aloitusarvoa siirtdd mielivaltaisesti (HT 3.3.a), esim.

s N 2m .
f(x)e_lkxdx = f(x)e_lkxdx
J—7 0



Oletetaan, ettd f : R — C on jatkuva 2m-periodinen funktio, ja

o0

Z ‘?k‘ < 0.

k=—o00

Tallin funktion f Fourier'n sarjaesitys suppenee jokaisessa
pisteessa kohti funktiota 7:

f(x) = Z el x €R

k=—0oc0
m Tyypillisesti epdjatkuvien funktioiden Fourier'n sarjat
suppenevatkin vain maaritelman paaarvomielessa

m On tarkeda, ettd periodinen funktio f on jatkuva myds
pdatepisteissa 0 ja 2w



4 Dirichlet'n ehdot

1 Funktiolla f on vain aarellisen monta epdjatkuvuuspistetta xq
valilla [0, 27|, joissa kaikissa 16ytyy funktiolle sekid vasemmalta
ja oikealta otettu raja-arvo, eli luvut

f(xg):= lim f(x):= XIi_r}r;(O f(x)

X=X, X<X0

f(xg) = XILTJ f(x):= Xli;>r’r)1<O f(x)
X>X

2 Funktiolla f on vain aarellinen maara paikallisia
ddriarvopisteita (maksimeja ja minimeja) valilla [0, 27]

(Tama tarkoittaa sita, ettd f ei saa oskilloida liian paljon.)



5 Dirichlet'n lause

Jos f on 27-periodinen reaalifunktio, joka toteuttaa Dirichlet’'n
ehdon, sen Fourier'n sarja

S(x) = Z el

k=—o00

suppenee kaikilla x € R.

1 S esittaa funktiota f kaikissa sen jatkuvuuspisteissa, eli
S(x) = f(x), jos x on piste, jossa f on jatkuva

2 Funktion f epdjatkuvuuspisteissd, saa S arvon epajatkuvuuden
muodostaman hypyn puolivélista,

S0 = 5 (F06) + F05))

m Jos funktion f on kompleksiarvoinen, mutta seka Re f
ettd Im f toteuttavat erikseen Dirichlet'n ehdon, lause patee



6 Trigonometriset sarjat

o 2 [ ‘
3 Folkx — ?O + ) (ak cos(kx) + by sin(kx))

k=—o00 k=1
SN 1 7
ag="f+fy,=— f(x) cos(kx)dx
™ J-m

by =1i (?k — ?,k> _! /7T f(x)sin(kx)dx

T J—m

m Jos f on reaaliarvoinen, on myds ag, by € R ja ?k* =7
m Jos f on parillinen, on f(x)sin(kx) pariton, joten by =0

m Jos f on pariton, on f(x)cos(kx) pariton, joten ax =0



7 Funktion esittaminen Fourier'n sarjan avulla

Mita tehda, kun pyydetaan laskemaan reaaliakselilla maaritellyn funktion
f Fourier'n sarja jollain valilla [a, b], a < b?

1 Poistetaan toinen valin paatepisteista, esim. [ :=]a, b]

2 Maaritelladn funktio g valilla | funktion f rajoittumana talle valille,
eli asetetaan g(x) = f(x), kun x € /

3 Jatketaan funktio g periodisesti koko reaaliakselille, eli
gx+ml):=g(x)=f(x),xel, meZ jossal=b—a>0

4 Kaytetdan L-periodisen funktion g Fourier'n sarjaa S(x)
Talléin kaikilla x € 1, joilla S(x) = g(x), on myds S(x) = f(x), eli

Saatu sarja esittad funktiota f vélin |a, b] pisteissa



Funktion f(x) (oranssi katkoviiva) periodiset jatkeet g(x) (musta viiva)
valilta |—m, 7]:

~

» A

S

(vasen kuva) f(x) = x, (oikea kuva) f(x) = x>



L-periodisen funktion Fourier'n sarjaesitykset

Oletetaan, ettd f : R — C on itseisesti integroituva vélilld [a, a + L], jossa
a € Rja Ll >0. Maaritellaan

a+L
fo = — / f(x)e K (-2 qx

a

Talléin funktion f Fourier’n sarja vélin "pdatepistekannassa” on

Z FoikF (x=2)

k=—o00

m Jos f toteuttaa Dirichlet'n ehdot, on S(x) = f(x) jokaisessa sen
L—periodisen jatkeen jatkuvuuspisteessé x € [a,a + L]

m Funktiolle f voi toki tehdd myds esityksen "normaalikannassa”
kayttaen funktioita ek TX Taman sarjan kertoimet ovat fke ikifa,
Lahes poikkeuksetta muokataan ensin annettua funktiota siten,
ettd haluttu kehitysvéli alkaa origosta, eli a =0



10 L-periodisen funktion Fourier'n sarjaesitykset

Oletetaan, ettd f : R — C on itseisesti integroituva valilld [a, a + L], jossa
ac€Rjal>0. Maaritelldaan

a+L

a = % / f(x)cos<k2L”(x - a)) dx

a
a+L

by = % / f(x)sin(kzzr(x—a)> dx

a

Tallsin funktion f trigonometrinen sarja vélilla [a, a + L] on

Se)=2+ > [ak cos<k2f(x - a)) + besin <k2:(x - a))] .

k=1

m Jos f toteuttaa Dirichlet'n ehdot, on S(x) = f(x) jokaisessa sen
L—periodisen jatkeen jatkuvuuspisteessé x € [a,a + L]



11 Funktion esittaminen kosini- ja sinisarjoina
Funktioita voi esittaa Fourier'n ja trigonometristen sarjojen lisaksi
kayttaen pelkastaan sineistd tai kosineista koostuvia sarjoja:
tehdaan jatke, joka on joko parillinen tai pariton

m Asetetaan ensin g(y) = f(a+ #y) arvoilla0 <y <7
m Parillinen jatke asettamalla g(0) = f(a),
g(m) = g(—m)=f(a+L) jag(y) =g(—y) kun - <y <0
m Pariton jatke asettamalla g(0) = 0 = g(7) = g(—n), ja
g(y) = —g(=y), kun —w <y <0
m Taman jalkeen tehdadan periodinen jatke asettamalla
gy +m2m) =g(y), y €]-m ], meZ



11 Funktion esittaminen kosini- ja sinisarjoina
Funktioita voi esittaa Fourier'n ja trigonometristen sarjojen lisaksi
kayttaen pelkastaan sineistd tai kosineista koostuvia sarjoja:
tehdaan jatke, joka on joko parillinen tai pariton

m Asetetaan ensin g(y) = f(a+ Ly) arvoilla 0 <y <7

m Parillinen jatke asettamalla g(0) = f(a),

g(m) = g(—m)=f(a+L) jag(y) =g(—y) kun - <y <0
m Pariton jatke asettamalla g(0) = 0 = g(7) = g(—n), ja

g(y) = —g(=y), kun -7 <y <0
m Taman jalkeen tehdadan periodinen jatke asettamalla

gy +m2m) =g(y), y €]-m ], meZ

Esim: f(x) = x, x € [0, 1], parillinen periodinen jatke toteuttaa
g(x) = |x|/m, x € [-m,7], ja sen kuvaaja on




Funktion f kosinisarja vililla [a, a + L]

Sc(x) = % I Z ak cos(k%(x - a))
a+L -
ag = %/ f(x) cos(k%(x — a)) dx

Funktion f sinisarja valilla [a, a + L]
Ss(x) = ; by sin(k%(x — a))

a+L

by = %/ f(x) sin(k%(x - a)) dx



13 Mihin eri sarjoja kaytetaan?

Oletetaan, ettd annetun esityksen sarja suppenee itseisesti
=-  sarja suppenee kohti jatkuvaa funktiota S ja oletetaan S = f.

Kosini- ja sinisarjoja kdytetaankin yleensd vain ylld annetussa
"paatepistekannassa”, silla talldin:

1 Fourier'n sarja (ja siis my6s trigonometrinen sarja) suppenee
parhaiten, jos funktio on jatkuva ja periodinen valin
paatepisteissa, eli funktioille f, joille patee f(a) = f(a+ L).
Paatepisteen arvo voi tassa olla mielivaltainen

2 Sinisarja suppenee parhaiten, jos funktio f on jatkuva ja
toteuttaa ns. Dirichlet’'n reunaehdot vilin paatepisteissa, eli
jos se haviaa reunalla: f(a) =0="f(a+ L)

3 Kosinisarja suppenee parhaiten, jos funktio f on jatkuva,
periodinen ja toteuttaa ns. Neumannin reunaehdot vilin
paatepisteissa, eli jos sen derivaatta haviaa reunalla:
f'(a)=0="f"(a+ L)



14 Approksimaation virhe funktionormin avulla

m Jos hiukkastiheyttd p(x) arvioidaan simuloidulla

hiukkastiheydella r(x), ei arvion tarvitse olla hyva jokaisessa
pisteessa x

m Virhettd voidaan kuvata usein paremmin virheen
f(x) := p(x) — r(x) funktionormin avulla:

I71:= ) [ 1Fx)Pax

m Yleistaa luonnollisella tavalla funktioille R?:n vektorin

pituuden
d
x| o=\ 3 il
i=1



15 Funktionormin perusominaisuuksia

m Oletetaan, ettd f : E — C on funktio, joka on maaritelty
jossain joukossa E, joka voi olla esimerkiksi koko reaaliakseli
tai sen vali

m Maaritelldan funktionormin avulla vastaava funktioavaruus
L2(E), jolle patee

11l := 1/ Je [F(x)[Pdx

2 fel?E), jos ||f|| < oo

3 f € L?(E) on nollafunktio, jos ||f| = 0 (merkitdan "f = 0")
4 Jos f,g € L%(E), niiden vilinen etdisyys = ||f — g||

5 Jos f,g € L2(E), merkitian f = g, jos ||f —g|| =0

[uy



Seuraavat vektoreiden pituuksille patevit ominaisuudet patevat
my0s funktionormille:

m ||f] >0, kaikilla f € L2(E).

m Jos a € C ja f € L2(E), maaritelldan funktio h := af kaavalla
h(x) = af(x), x € E. Tallsin of € L2(E) ja ||af|| = |af ||f]|.

m Jos f,g € L?(E), maaritelladn funktio h := f + g kaavalla
h(x) = f(x) + g(x), x € E.

m Kolmioepayhtalo patee myos normille,

LI =gl T < [If + gl < 1[I+ llgll -



17 Skalaaritulo eli sisatulo

Funktionormia vastaava skalaaritulo
(glf) = [0 f()ax, g e L2(E)

m Yhteys funktionormiin on
1]l =/ {FIF)

m Skalaaritulo yleistaa funktioavaruuteen C%:n pistetulon
d
W-Z:ZW,-*Z,', w,z e C?
i=1
m ... joka yleistaa R9:n pistetulon

d
X'y:ZXiyh XayERd
i=1



m Skalaaritulo on hyvin maaritelty, sill

(el | < [ eIl (ldx < el I

= skalaaritulon maéritteleva integraali on itseisesti
suppeneva kaikilla f,g € L?(E)
Seuraa suoraan tuloksesta

Holderin epayhtalo
Kaikilla (mitallisilla) funktioilla f, g patee

[1gtllf (ol < \/ JIEGRE \/ [ 1FGRax

myos silloin, kun jokin naista integraaleista antaa arvoksi +oo.




19 Skalaaritulon perusominaisuuksia

m (f|f) = Hf||2 >0, jossa (f|f) =0, jos ja vain jos ||f|| =0
m (Cauchyn—Schwarzin epayhtald) | (flg) | < |If|l llgll

m (lineaarinen toisessa argumentissa)

flagr + Bea) = a (f|g) + B (f|g2), aina kun
f,g1,8 € L2(E) jaa,3€C

m (konjugaattilineaarinen ensimmaisessa argumentissa)
(afy + Bhlg) = a* (fi|g) + B* (f2]g), aina kun
fl; fZ)g € L2(E) .ja auﬁ S C

(
(
m (konjugaattisymmetrinen) (f|g)" = (g|f)
(
(



20 Ortogonaaliset joukot

m Funktiot f, g € L?(E) ovat ortogonaaliset, jos niiden
skalaaritulo on nolla: (f|g) =0

m Funktiojono f, € L2(E) on ortonormaali, jos mitk tahansa
kaksi sen funktiota ovat ortogonaaliset ja lisdksi jokaisen
funktion normi on yksi. Tama toteutuu jos ja vain jos

1, josm=n,

fnlfn) =0mn=1ipmm =
(o o) ' {m=n} {O, jos m#£n.

m Jonosta (f,) voidaan muodostaa lineaarikombinaatiota:

valitaan jonon indeksit n;, i =1,2,..., N, néihin kuuluvat
vakiot a; € C ja maritellaan funktio h = -V | o;f;,, kaavalla



Ortonormaali funktiojono (e,) on tdydellinen, jos sen
lineaarikombinaatioiden avulla voidaan approksimoida
mielivaltaisen tarkasti (funktionormissa) mita tahansa
funktiota f € L2(E).

Toisin sanoen, jokaista tarkkuutta € > 0 kohti taytyy
|6ytya jonon indeksit n; ja vakiot «; € C, joilla

N
||f — Z Qj€p;
i=1

Taydellistd ortonormaalia funktiojonoa kutsutaan avaruuden
L?(E) ortonormaaliksi kannaksi

<eg.

Funktion f € L2(E) komponentit c, ortonormaalissa kannassa
(en) maaritelldan sisatuloina

cn = (en|f)



22 Besselin epayhtalo

Olkoon (e,) ortonormaali funktiojono avaruudessa L2(E),
f € L2(E) ja c, := (ey|f) vastaavat komponentit. Talldin

2

IFI1? =" leal® ja Hf—chen = IfI* =Y leal® 2 0.

m Erityisesti siis aina 3, |cy|? < o0

m Funktio >, che, on lisdksi paras approksimaatio funktiosta f
jonon (e,) lineaarikombinaatioiden avulla: jos o, € C on jono
kertoimia ja ldytyy jokin indeksi m, jolla oy, # ¢, patee

HfZa,,e,, f—chen
n n

>




23 Parsevalin kaava

Ortonormaali funktiojono (e,)nen on avaruuden L?(E)
ortonormaali kanta tasmalleen silloin, kun kaikilla f € L?(E) patee

2 o
17112 =" [{eal F)I?

n=1

N
Tallsin lim | =0
N—oo

f— Z (en|f) en

n=1

(e.9]

o F=3 (el en=3 len (el

n=1 n=1



23 Parsevalin kaava

Ortonormaali funktiojono (e,)nen on avaruuden L?(E)
ortonormaali kanta tasmalleen silloin, kun kaikilla f € L?(E) patee

00
112 =" I{enlH)I?
n=1

N
Talléin Nli’noo |f— nzl<e,,|f) en|| =0
= Z en‘f en—z‘en e,,]f)
n=1 n=1

Plancherelin kaava

Jos (e,) on avaruuden L%(E) ortonormaali kanta, on funktioiden
f,g € L?(E) sisatulo annettavissa komponenttien avulla:

(flg) = >_ (len) {enlg)

n



24 Fourier'n sarjat ja ortonormaali kanta

m Lauseen 6.5 todistuksessa nahtiin, ettd kun k', k € Z, patee

27
1 e 0, josk'—k#0
- i(k k)xd T ’
27r/e X K=k {1, jos k' —k=0
0

m N3ain ollen funktiot

1 .
ex(x) == Tﬂe‘kx,

muodostavat ortonormaalin jonon avaruudessa L([0,27])

x €[0,2n], ke Z,

m Tama jono on itse asiassa tdydellinen
(Mit3 tahansa f € L2(E) voi approksimoida mielivaltaisen tarkasti
normissa jollain Dirichlet'n ehdot toteuttavalla funktiolla)

m (ex)kez on siis avaruuden L2([0, 27]) erds ortonormaali kanta

m Koordinaatit tassd kannassa saadaan Fourier'n kertoimien avulla

27
1 . ~
ec|f) = — e ™ f(x)dx = V2r £,
(@lf) = [ e e = Var,



25 Parsevalin kaava Fourier'n sarjoille
m Olkoon f, g € L2([0,27]) ja f, & niiden Fourier'n kertoimet

m Olkoon ay, by funktion f trigonometrisen sarjan kertoimet
Parsevalin kaava

/27r\f(x)|2dx:27r > [&
0

k=—00

1 (0.0
=T l2|ao‘2 aF Z (!ak|2 T |bk|2>1

k=1

:

Plancherelin kaava
21 o R
/0 f(x)" g(x)dx =27 Z e 8k
k=—oc0

m Jos f on 27-periodinen, voi ndissd kaavoissa korvata
integrointivalin [0, 27] valilla [, 7]
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