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I. JOHDANTOA

Fourier analyysin ldhtokohtana ja perusideana on esittdéd annettu funktio f(z) Fourier- eli

trigonometrisena sarjana

(1.1) flz) = Z cne™

n=—oo

missé
(1.2) e = cos(t) + isin(t).

HuomAuTus 1.1. Koska sarjan (1.1) termit ovat 2w-periodisia, yleensd ajatellaan f ku-

vaukseksi f : [0,2n] — C; vaihtoehtoisesti voimme olettaa, ettd f on 2m-periodinen.

Trigonometrisia funktioita ja polynomeja oli kiytetty jo ammoisina aikoina, mutta aja-
tus esittda mielivaltainen funktio f(z) sarjana (1.1) juontaa juurensa 1700-luvulta, pyrki-
myksestd ymmaértaa virdhtelevin kielen liikettd. Tarkastellaan (idealisoitua) kielta valilla
(0,7), kysymyksessé voisi olla vaikkapa viulun kieli joka on pingoitettu reaaliakselin pis-
teiden 0 ja 7 vilille. Toki voisimme tarkastella mielivaltaisen mittaista kieltd vélilla (0,L),
mutta valinta L = 7 yksinnkertaistaa merkint6ja. Jo Pythagoraan ajoista oli enemmaén tai
vahemmaén tunnettua kuinka vérahtelevin kielen tuottamassa dénessé on perustaajuus ja
sen monikerrat, eli ns. ylasavelsarja. 1700-luvun alussa oli kertynyt kokeellista tietoa siitéa
etta kieli voi fyysisesti varahdella ylasdvelsarjaa vastaavissa moodeissa. Brook Taylor esitti
1713 ensimmaisend tarkemman mallin varahtelevén kielen liikkeelle ja antoi perustaajuiselle
vardhtelylle kaavan

u(zx,t) = cos(ct) sin(x),

missé u(z,t) on kielen poikkeama tasapainosta pisteessd x € [0, 7] hetkelld ¢t > 0 ja missd
¢ > 0 on vakio. Néin vérahtelyliike tuli kytketyksi trigonometrisiin funktioihin. Jacob Ber-

noulli puolestaan tutki perusteellisemmin kielen liikettd approksimoimalla sité n:n toisiinsa



kiinnitetyn massapisteen muodostamalla systeemillé ja johti v. 1727 Taylorin tuloksen raja-
arvona, kun massapisteiden lukumaéara kasvaa adrettomiin. 1730-luvulla Daniel Bernoulli

esitti, ettd korkeampien (puhtaiden) virdhtelymooden liikettd voidaan kuvata kaavalla
u(z,t) = cos(nct)sin(nz), n=1,2...

ja totesi ettd myos téalldisten ratkaisujen lineaarikombinaatiot kuvaavat vardhtelyé.
Varsinainen lapimurto tuli v.1747 kun D’Alembert osoitti, etta viardhteleva kieli toteut-

taa aaltoyhtdalon

du®  ,du’

(1.3) 2= C
Tama yhtalo ja sen usempiulotteiset vastineet ovat erés kaikkein tarkeimmisté osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdloistd matematiikassa ja fysiikassa. Varahtelevan kielen liike voidaan periaat-
teessa maarittdd ratkaisemalla (1.3) ottaen huomioon alku-ja reunaehdot

(1.4) u(x,0) = f(x), %(:ﬁ,O) =0, u(0,t)=u(mt)=0.

Téssd ensimméiset ehtdot kertovat, etté kielen alkuasema on f(z) ja sen alkunopeus on 0
(toisin sanoen kieli padstetddn vardhtelemadn pingottamalla se ensin alkutilaan jota kuvaa
funktio f) ja viimeinen ehto toteaa etté kielen paitepisteet pysyvét paikoillaan. Lisdksi

D’Alembert johti aaltoyhtéldlle yleisen ratkaisun
(1.5) u(z,t) = a1 (x — ct) + as(x + ct).

missé ensimméinen termi kuvaa oikealle (ja toinen vasemmalle) litkkuvaa aaltoa. Funktiot
a1, az voidaan ratkaista alkuehdoista (1.4).

Euler kiinnostui vélittémésti D’ Alembertin aaltoyhtilosté ja sen ratkaisukaavasta (1.5),
ja totesi ettd sen avullahan voidaan hyvin kuvata myos realistisia alkuarvoja, kuten sita
tapausta missé kieli aluksi venytetdan koholle vain yhdesté pisteesté, vaikkapa pisteesté

/2, ja sitten padstetdaan vardhteleméan. Télloin siis

(1.6) fla)=m/2— |z — /2.
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Téamé alkuarvo ei ole derivoituva kohdassa 7/2. Kuitenkin Eulerin mielesta téssikin tapauk-
sessa D’Alembertin yleinen ratkaisukaava tuottaa mielekkéén tuloksen. D’Alembert puoles-
taan vastusti kiivaasti téllaisten ratkaisujen kiyttod, ja vaati etté aaltoyhtéalossé esiintyvien
toisten derivaattojen tulee olla méaariteltyja, vaikkei derivaatan késite ollutkaan tuohon ai-
kaan kovin selked. Téasta syntyi ankara kiista kuuluisten tiedemiesten vilille.

Muutamaa vuotta myohemmin v. 1753 Daniel Bernoulli toi kiistaan uuden juonteen
vaittamalld ettd jokainen tarkastelemamme vérdhtelytehtévin (1.3)-(1.4) ratkaisu voidaan

esittda perusvarahtelyjen ddrettoméané superpositiona, eli yleinen ratkaisu on muotoa

oo
Z ¢, cos(net) sin(nx).

n=1

Kertoimet ¢, madraytyvit alkuehdosta, joka saa muodon

(1.7) ch sin(nz), x € (0,7).

n=1
Erityisesti Bernoulli totesi, ettd my0s epésiledt alkuehdot kuten (1.6) siséltyvét hénen rat-
kaisuunsa. Tété ei tietysti D’Alembert hyviaksynyt. Bernoullin ratkaisua kritisoi myos FEu-
ler, mm. todeten, ettei ollut selvii etté jokainen funktio f voidaan esittdd sinisarjana (1.7),
ja totesi ettei ollut olemassa menetelméé kertoimien ¢, maédraamiseksi annetulle funktiolle
f

Siispé jo Fourier-sarjojen alkuhistoria ja ensimmaéinen sovellus(-yritys) nosti esiin monia
kysymyksié jotka askarruttivat (aiheellisesti !) tuon ajan matemaatikkoja. Varsin pian tosin

Clairaut keksi miten kertoimet voidaan ratkaista ja antoi kaavan

(1.8) k= %/Oﬂ f(z)sin(nz)dx

(my6s Euler ratkaisi ongelman, tosin hénen ratkaisunsa 16ytyi vasta kuoleman jélkeen 16y-
detyistd muistiinpanoista). Silti seuraavassa luetellut luonnolliset kysymykset jaivit vaille
vastausta useiksi vuosikymmeniksi, ja Fourier-sarjat olivat vihé&isessé roolissa ennen 1810-

lukua.



KysymMmys 1.2.

o Mddrddvitké Fourier kertoimet (1.8) funktion f yksikdsitteisesti ¢

Suppeneeko sarja (1.7), tai milloin se suppenee ¢

Missd mielessd sarja suppenee ? (Esimerkiksi: kun f on epdjatkuva, suppeneeko sarja

kaikkialla, melkein kaikkialla vai ..... 27)

Jos sarja suppenee pisteessi x, onko sen summa f(x) ?

Miten kertoimet c,, kuvaavat funktion f(x) ominaisuuksia ?

® jne...

Fourier-sarjojen uusi tuleminen on Joseph Fourierin ansiota, 1800-luvun alkuvuosikym-
meniltd. Fourier oli monipuolinen lahjakkuus, hén toimi mm. matemaatikkona ja fyysik-
kona Ecole Normale Supérieure’ssa ja insinoérind Napoleonin armeijassa - hén oli mukana
esim. egyptin sotaretkelld. Esityksen (1.1), tai paremminkin sini-sarjan (1.7), Fourier 16ysi
lampoyhtaloa tutkiessaan. Tarinan mukaan Fourier halusi selvittda kuinka syva viinikellari
héanen oli rakennettava - mutta toki liammon johtumisen ymmartamisté tarvitaan monessa
muussakin yhteydessa.

V. 1807 Fourier johti kaavan annetun funktion Fourier-kertoimille (Clairautin ja Eu-
lerin ratkaisut olivat kdytédnnollisesti katsoen unohtuneet). Kuuluisassa teoksessaan Théo-
rie analytique de la chaleur (l&mmon analyyttinen teoria) Fourier véitti etta kaikki funk-
tiot, jopa epédjatkuvatkin, voidaan kehittdd suppenevaksi sinisarjaksi (1.7) (yhtépitavisti
funktiot vélilla [0, 27] voidaan kehittdd sarjaksi (1.1)). Lisdksi hén sovelsi Fourier-sarjoja
taitavasti moniin analyysin ongelmiin, erityisesti osittaidifferentiaaliyhtéléiden alkuarvo-
tehtaviin. Edelleen héan kehitti koko reaaliakselilla mééaritellyille funktioille toimivan ns.

Fourier-muunnoksen, josta myohemmin lisdé talla kurssilla.



Fourierin tyon jéilkeen Fourier-sarjojen kdytto vakiintui. Nimittdin esitykselld (1.1) on

monia etuja verrattuna vaikkapa peruskursseilta tuttuihin Taylorin sarjoihin. Esimerkiksi:
e Yleispitevyys: esitys (1.1) toimii myos epdjatkuville funktioille (oikein tulkittuna).

e Fysikaaliset mallit ja tulkinnat: eksponenttifunktiot e™® kuvaavat luonnollisella ta-

valla jaksollista t. aaltoliikettd, viardhtelyja yms.

e Differentiaalioperaattoreiden toiminta eksponenttikannassa:

d

—€
dx

=ine™*, so. e on derivaattaoperaattorin ominaisfunktio.

e Yhteensopivuus ryhmétoimintojen kanssa:

e'm(:r+y) — e'mxe'mz;

tdmén yhteensopivuuden vuoksi kaikki translaatioinvariantit operaattorit toimivat

luonnollisella tavalla Fourier kannassa.

Naista ja monista muista vastaavista syistd Fourier-sarjat ja -integraalit ovat edelleen kes-

keinen tyokalu modernissa matematiikassa.

Palataan sitten keskeiseen kysymykseemme funktioiden esittdmisesta sarjojen (1.1) avul-
la. Jotta voisimme mééritelld mielivaltaisen (integroituvan) funktion Fourier-sarjan, selvi-

tamme ensiksi mistd saadaan esityksen (1.1) kertoimet c,.

Tata varten, olkoon f astetta N oleva trigonometrinen polynomi,

N N

f(x) = Z cpe™t = Z ¢ (cos(nz) + isin(nz)).

n=—N n=—N

Silloin f:n k’s Fourier kerroin on

R 1 21 . 1 N 2m k)
(1.9) fk) = — fz)e "™ dx = Py Z Cn/o e dx = cx,

o7
0 n=—N



silla [77 e/ (""* dy = 27 8, .. Eli

Cp = o= fo% flx)e *edy.

21

Tamén aarellisille summille todistamamme kaavan innoittamana maarittelemme yleiselle

integroituvalle funktiolle f(x) sitd vastaavan (toistaiseksi formaalin) Fourier-sarjan

(1.10) fa) = 3 Flnye,

n=—0oo

~

missé Fourier kertoimet f(k) on annettu kaavalla
1 2m

(1.11) flk) = 2 | (x)e *dx, ke Z

Erityisesti Fourierin téiden jalkeen jo edelld mainitsemamme perustavaa laatua olevat
Kysymykset 1.2 nousivat polttaviksi! Vasta vuonna 1829 Dirichlet kykeni osoittamaan tar-
kasti, ettd sarjat suppenevat aivan kuten Fourier (tai D. Bernoulli) vaittikin, ainakin jos
funktio f on hieman sd&nnéllisempi kuin yleinen jatkuva funktio. Kaiken kaikkiaan pyrki-
mys Fourier-sarjojen parempaan ymmartamiseen oli keskeisend punaisena lankana analyy-
sin tarkentumisessa 1800-luvulla ja motivaationa mm. Riemannin ja Lebesguen integraali-

késitteiden, Hilbert-avaruuksien teorian ja ja peréti Cantorin joukko-opin synnyssa!

Esimerkki 1.2.  Fourier sovelsi sarjojaan erityisesti limpoyhtalon teoriaan. Tarkastellaan
téstéd esimerkkind lammon johtumista tangossa, jonka pituus on L. Oletamme, ettéd tangon
paatepisteissd x = 0 ja x = L lampdtila on koko ajan 0°, tdmén saamme aikaan jonkin
jaahdytysprosessin avulla, ja ettd hetkelld ¢ = 0 tangon lampdjakauma on f(z), missé

0<x<L.



f(x)

x=0 x=L

Fysiikan periaatteiden avulla tiedetdén, ettd laimpojakaumaa u(z, t) hetkella ¢ > 0 kuvaavat

yhtalot

(1.12) ou(x,t) = cdu(x,t), xz€][0,L], t>0,

(1.13) u(z,0) = f(z), ze€l0,L], (annettu alkuarvo)
(1.14) w(0,t) = wu(L,t) =0, t>0. (annettu reunaehto)

missé kerroin ¢ riippuu tangon lammonjohtavuusominaisuuksista.

Tehtavd: Maaraa tangon lampojakauma u(zx,t) hetkelld ¢ pisteessd x € [0, L] !

Aluksi, derivoimalla havaitaan, ettd funktiot

(1.15) Up (2, 1) = Ape—c T/ sin(%x), n e N,

toteuttavat yhtélon (1.12) sekd reunaehdon (1.14). Etsitéaén nyt ratkaisua u(z,t) funktioi-

o0
n=—0oo

den u,, summana, u =" u,. Miten silloin valita (tuntemattomat) kertoimet A,, 7

Alkuhetkelld ¢ = 0 on wu,(z,0) = A, sin("*x), mistd saadaan formaalisti
1.16 x)=u(xr,0) = Up(x,0) = A, sin(—zx
(1.16) f(@) = u(z,0) ; (,0) ; (2)

7



ja téastd yhta formaalisti

/OL f(z) sin(%kx) dx = n_ioo A, /OL sin(%x) Sin(%k:v) dr = gAk’
silla fOL sin(%z) sin(%z)de = L4, (HT)
Valitaan siis
(1.17) A, = % OL () sin(”—L”x) dr, neN.

Meilld on néin idea yhtalon (1.12)-(1.14) ratkaisuksi: Kun alkuldmpétila f(x) on annettu,
lasketaan kertoimet A, kuten kaavassa (1.17), ja otetaan summa

(1.18) u(z,t) = Z Apecmn/Ly’t sin(%x)

n=1

Kysymys 1.3. Antaako yo. proseduuri todellakin etsityn ratkaisun kullakin alkuldmpotilal-

la f? Tai tarkemmain:

o Millaisella funktioilla f(x) kertoimet A, ovat olemassa ?

o Mistd tiedimme, ettd jokainen ratkaisu u(x,t) tai jokainen alkua-arvo f(x) voidaan

esittid summina (1.16) ja (1.18) ¢

o Mistd tiedamme, ettd sarjat (1.16) ja (1.18) suppenevat ? Tdamd riippuu funktiosta

f(x), mutta miten ¢

o Jos esimerkiksi sarja (1.16) ei suppene jokaisessa pisteessd x, missd mielessi sarja

(1.16) esittada alkuarvofunktiota f(x) ja missi mielessd alkuehto (1.13) toteutuu ?

e Ja vaikka yo. sarjat olisivat hyvin mddriteltyjd ja nitden summat antaisivat otkeat
funktiot, voimmeko derivoida (ja koska) sarjaa w = 3 >°  w, kahdesti ? Huomaa,
ettd termeittdim derivointi kasvattaa sarjan kertoimia, joten suppenemisominaisuudet

heikkenevdt derivoinnin mydétd !



Osa yo. kysymyksista on helppoja, osa syvéllisempié, aihepiirin peruskysymyksia. Kurs-
sin aikana tulemme saamaan vastauksen kaikkiin n&ihin kysymyksiin, ja monen muunkin
sovelluksen kera, myos esittdméaéan yhtaloille (1.12)-(1.14) ratkaisut perusteluineen, varsin

yleisilla alkuehdoilla f(z) - esimerkiksi f:n jatkuvuutta ei ole tarpeen olettaa.

II. FOURIER SARJOJEN PERUSOMINAISUUKSIA

II.1. Perusméiritelmét. Olkoon f : [a,b] — C (Lebesgue) integroituva funktio, eli
f € L'(a,b). Olkoon L = b — a ko. vilin pituus, 0 < L < oo. Silloin funktion f(z) n:s

Fourier kerroin on

~ 1 /b 27
(2.1) f(n) = Z/ f(x) e i dr, n el
HUOMAUTUS 2.1. Koska f € L'(a,b), saamme |f(n)| < %fab\f(:cﬂdx = wvakio < oo
jokaisella n € Z (ja lisiksi, integroituvuuden nojalla kaikki Fourier-kertoimet ovat hyvin

mdadriteltyja).
Funktion f : [a,b] — C Fourier-sarja on (toistaiseksi formaali) summa
> -~ 27
> fn)eie

Toisinaan merkitsemme

oo
Z s
fN anez Lt

n=—oo
kun a, = ]?(n), n € Z. Téssd merkintd ~ on vain symbolinen (joskin hyvin intuitiivinen),

ja se tarkoittaa vain (!), ettd luvut a,, ovat f:n Fourier-kertoimet.

Vaikka jotkut esimerkit tai sovellukset tarvitsevat funktioita, jotka on maaritelty ylei-

selld vélilla [a, b], yleenséd tarkastelemme tapausta f : [—m, 7] — C tai f : [0,27] — C;



kuten kaavasta (2.1) huomataan, tilld valinnalla merkinnét yksinkertaistuvat. Valinta ei

rajoita tarkastelujen yleisyytta:

> . 27'[' > - 27T, -2
)~ anezn:p = — (T — ~ aneﬂonesz
f@)~ Y wry 7 (o)~ 3

n=—oo n=—oo

Usein on hyddyllista laajentaa f € L'(a, b) koko reaaliakselin L—periodiseksi funktioksi,
L = b —a > 0. Tarkasti ottaen periodisointi onnistuu kun alunperin f on méaéaritelty

puoliavoimella vililld [a,b) ja mééritelladn
f(z)=f(x —kL) kun x € (a+kL,b+ kL), keZ.

L'-funktioille ei sininsi ole merkitysti onko alkuperiinen méiérittelyvili puoliavoin vai ei,
silla ne on méaritelty vain melkein kaikkialla.

Jos kuitenkin f on jatkuva (tarkkaan ottaen, fn L!-luokalla on jatkuva edustaja),
haluamme, ettd periodisointi séilyttdéd jatkuvuuden - ja tdmé onnistuu vain mikéli f(a) =

f(b) ! Tamén vuoksi otamme kiyttoon seuraavan mééritelmén.
MAARITELMA 2.2. Asetamme Cy(a,b) :={f :[a,b] = C jatkuva, f(a) = f(b)}.

Eli kun f : [a,b] — C on jatkuva, fm (L-)periodinen laajennus on jatkuva < f € Ck(a,b).
Kééntéen, reaaliakselin periodisille funktioille (periodina L) Fourier kertoimet mééri-

tellaan samalla kaavalla (2.1); selvistikdan vélin [a, b] valinta ei vaikuta kertoimien arvoon,

kunhan vain L = b —a (HT).

HuoMAuTUS 2.3. Yleensd siis tarkastelemme 2mw-periodisia funktioita. Niitd voi helposti

kasitelld myds yksikkoympyran avulla. Koska Eulerin kaavan (1.2) nojalla yksikkéympyrd
St={e":0<t<2n},

voimme samaistaa Cy(0,21) ~ C(S'); eli samaistetaan f(z) = F(e™) missi f € Cy(0,27)
ja F € C(SY). Ja edelleen, molemmat funktioavaruudet on mukava samaistaa R:n jatkuvien

2m-periodisten funktioiden kanssa.
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Tietysti, ylla voi edelleen samaistaa Cyu(—m,7) ~ Cx(0,27) jne., kunhan vain merkinnét

valitaan systemaattisesti.
HuomAUTUS 2.4. Vastaavast
Cli(a,b) :=={f : [a,b] = C on k kertaa jatkuvasti derivoituva, fPa) = fU0) vV 0<j<k}
on periodinen vastine C*-funktioille.
Kuten edelld, samaistamme C% (0, 27) ~ C%(S')
ESIMERKKI 2.5. Olkoon f(x) =z, —m <x <m. Mdadrid f:n Fourier kertoimet:

Kun n # 0, saadaan

R 1 T ) 1 = xe—inz 1 7T e—ina}
- —znxd - _ d —

f(n) zw/_,rxe St = e sl
_ mcos(—nm) | wcos(nm) 0 i(—1)"
- —in27 —in2m oo

kun taas f(0) = o~ [ xdr = 0. Siis

fl@)~ S i1 el f(z) ~ Y (~1)"  sin(na).

n#0 n=1

11



Hieman myShemmin ndemme, ettd k kertaa jatkuvasti derivoituvan funktion Fourier-
kertoimille ]f(n)| < O(1 + |n|)~*. Miksi niin ei kiiy yo. esimerkissi? Syy kiiy ilmi tarkas-

teltaessa f:n kuvaajaa:

Siis f:114 on hyppy vélin [—7, | péétepisteissi, eli fm periodinen jatko ei ole jatkuva !
Erityisesti, tdméa esimerkki valottaa hyvin seuraavaa periaatetta:
Funktion [ Fourier kertoimet = f:n periodisoinnin Fourier kertoimet.

Eli periodisoinnin tuomat ominaisuudet heijastuvat aina funktion f Fourier kertoimiin.

I1.2. Fourier-sarjan Yksikésitteisyys. Jos f,g: [—m, 7] — C integroituvia funktioi-
ta, ja fA(n) = ¢g(n) kaikilla n € Z, emme yleensé voi péételld, ettd pisteittdin f(z) = g(z)
(koska L!'-funktio midritelty vain melkein kaikkialla). Mutta sopivien esim. jatkuvuusole-

tusten kanssa paastaan pisteittaisiin tuloksiin. Téstd ensimméinen esimerkki:

~

LAUSE 2.6. Olkoot f,g mitallisia ja integroituvia funktioita vdlilla [—m, x|, joille f(n) =
g(n) jokaisella n € Z. Silloin f(x) = g(x) jokaisessa pisteessd x € (—m,m), jossa f — g on

jatkuva.

Todistus. Lineaarisuuden nojalla riittda todistaa seuraava:

VAITE: Olkoon f mitallinen, integroituva ja 2r-periodinen funktio, jolle J?(n) = 0 jokaisella

n € Z. Silloin f(z) = 0 jokaisessa pisteessi x, jossa f on jatkuva.

12



Viitteen todistamiseksi oletetaan ensin, ettd f on jatkuva pisteessd xo = 0 ja ettd f
on reaaliarvoinen. Teemme silloin vastaoletuksen: f(0) # 0. Korvaamalla f:n tarvittaessa

—f:1l4, voimme olettaa:
(2.2) f(0)>0

ja ndytdmme, ettd (2.2) johtaa ristiriitaan. Tét& varten huomataan ensin, etté oletuksen

nojalla jokaisella trigonometrisella polynomilla P(z) = Zflv:_ N an€™ pitee

(2.3 f@) Pa)ds= 3" an [ fla)ede= 37 a2nf(-m) =0
- n=—N -n n=—N

Hyodynnetédén tata valitsemalla sopivia polynomeja P(x). Koska f on jatkuva origossa,
1

(2.4) f(z) > §f(0) > 0, —) <z <9,

kun ¢ > 0 riittdvén pieni. Sen jélkeen valitsemme
P(z) =€ + cos(x)

missé € > 0 on niin pieni, etta

(2.5) |P(z)] <1 kun § < |z| <.
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Valitaan vield lisdparametri 0 < 7 < J niin ettd
(2.6) P(x) > 1+ g, kun |z| <n, vrt. kuva ed. sivulla.

Nailla valinnoilla asetetaan
Pi(z) = (P(x))", keN
Silloin Py(x) on trigonometrinen polynomi (HT), jolle pétee arvio
[, A@ P ] < [ (e max 1P < 1l

Toisaalta, ehdon (2.4) mukaan f(z), Py(z) > 0 kun |z| < § |[voi valita § < 7/2], ja siksi

f(z) P(x)dx > f(z) Py(x) dz > @ (1 + i>k27] (— 400 kun k& — o0).

|| <6 jel<n 2

Yhdistdmélla arviot ehtoon (2.3) saadaan lopulta

0= F(z) () +/

|z|<d 5<|z|<

£ i) = 0 0) (14 2) = 1l
missé oikeanpuoleinen termi — oo kun k kasvaa - ristiriita !

Tama osoittaa, ettd f(0) = 0 kun jatkuvuuspiste xy = 0 ja f reaaliarvoinen. Yleiselld
jatkuvuuspisteelld zo tarkastellaan polynomeja Py(z) = (e + cos(z — xo))k, ja toimitaan
aivan kuten ylla. Kompleksiarvoiselle funktion tapauksessa hajotetaan f = u + iv reaali-ja

imaginadriosiin. Koska kompleksikonjugaatille

o~

— 1 2m o 1 2 '
@n  Tw= 5 [ F@e = o [ pwends = o) =0
T Jo 2m Jo
jau= (f+f)/2,v=(f—f)/2i, saamme u(n) = 0 = (n) kaikilla n € Z. Ja reaaliarvoiset
funktiot u ja v ovat oletuksen mukaan jatkuvia origossa, joten yo. antaa f(0) = u(0) +

iv(0) = 0. Néin viite, ja sen mukana koko lause, on todistettu. [

Lauseella 2.6 on monia seurauksia, niistd ensimmainen:

-~

SEURAUS 2.7. Jos f,g : [—m, 7] = C owvat jatkuvia, ja f(n) = g(n) jokaisella n € Z, niin

silloin f(x) = g(x) jokaisessa pisteessi x € [—m,7].
Siis ainakin jatkuville funktioille Fourier-kertoimet méaraavéat funktion !
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11.3. Ensimmaisii tuloksia Fourier-sarjan suppenemisesta. Fourier-sarjojen sup-

peneminen riippuu tietysti Fourier-osasummaien

(2.8) Snf@):=>" fn)e™

kiytoksestd; maaritelmén mukaan Fourier sarja suppenee pisteessd x mikéli raja-arvo

limy 00 Sy f(2) on olemassa. Erityisesti sarja suppenee kohti funktion arvoa f(x) mikéli
Snf(z) — f(z), kun N — oo.

Keskeiset Fourier sarjojen menetelmét pyrkiviatkin ymmartdméaédn operaattorin f — Sy f
ominaisuuksia. Téasta tulemme jatkossa ndkeméadn monia eri esimerkkejé, mutta lahdetadn
nyt liikkeelle ensimmaisesta tapauksesta, joka takaa osasummien suppenemisen, nimittain

itseisesti suppenevista sarjoista.

LAUSE 2.8. Olkoon f : [—m,n] — C jatkuva. Oletamme, ettd

(2.9) > 1fn)] < o,

n=—oo

eli, etti Fourier sarja suppenee itseisesti. Silloin Fourier sarja suppenee ja

(2.10) flz) = Z Fln) e jokaisessa pisteessi x € [—m, 7|.

n=—oo

Lisiksi, suppeneminen on tasaista valilld [—m, 7).

Huomaa, ettd emme olettaneet ettd f saa samat arvot vélin padtepisteissd £mw. Tama
kuitenkin seuraa ehdosta (2.9), silld jokainen Sy f € Cyu(—m, 7) ja suppeneminen (2.10):ssa
on tasaista. Tai kidntden, mikili f on jatkuva valilla [—m, 7], mutta f(—m) # f(7), silloin

f:n Fourier sarja ei voi supeta itseisesti; vrt. Esimerkki 2.5.

Lauseen 2.8 todistus. Koskasarja ~ F(n) em* suppenee itseisesti ja tasaisesti [—, 7]:115

(muista Weierstrassin kriteerio!), analyysin peruskurssit nayttévét, ettd sarjan summa

g(x) =Y fln)e™ = lim Syf(z)

n=—0oo
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on tuolla vililla jatkuva funktio. Lisdksi jokaisella k € Z

30) = 5- | ata)e o = > foge [ emreieaa = by
tassa integroinnin ja summauksen jarjestyksen saattoi vaihtaa tasaisen suppenemisen vuok-
si (peruskurssit).
Siispd f ja g : [-m, ] — C jatkuvia funktioita, joilla samat Fourier kertoimet. Seu-

rauksen 2.7 mukaan silloin f(x) = g(x) jokaisella x € [—m, w]. Koska Fourier sarja suppeni

tasaisesti kohti funktiota g(x), lauseen viimeinenkin véite on silloin tullut todistetuksi. [

Koska itseisesti suppenevat Fourier sarjat automaattisesti suppenevat kohti funktion
arvoa f(z), on luonnollista hakea kriteerejé jotka takaisivat ehdon (2.9). Téssé havaitaan:
Koska ehtoa (2.9) varten tarvitsemme selvéstikin arvioita Fourier kertoimien suuruu-

desta, lahdetdan liikkeelle perusarviosta

@2.11) Fool = |5z [ s@e s

1 s
<
<5 [ 1@lds, new,

—T

eli

~ - I
(2.12) SU}Z ‘f(n)‘ < N fller=mm kun merkitddn || f||p1(rp = 7 / |f(z)|dz
ne -7

Tata yleistd ylarajaa voi hieman vield parantaa nk. Riemann-Lebesguen lemman avulla,
johon palataan myShemmin.

Ehto (2.9) vaatii kuitenkin kertoimien f(n) vahvempaa kontrollia, sopivilla f. Téllaisen
loytamiseksi muistellaan Esimerkin 2.5 paattelya. Erityisesti, sielld nahtiin etta osittaisin-

tegroinnilla voi Fourier kertoimia "pienentdd". Oletetaan siksi, ettd f € C#(—W,W), ja

lasketaan

(2.13) fln) = %/_ f(z)e ™ dr = % :r e__:: flx) + ! / e " f'(x) dx.

2min J_,
Sijoitustermi hévida periodisuuden nojalla, joten

-~

(2.14) fin) = inf(n), neZ, feCL(—mn).
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Identiteetti pétee myos kun n = 0, silld () (0) = 5= [ f'(z) dz = 5= (f(7) — f(—7)) = 0.

Huomautus reaalianalyysia tunteville: Yhtélo (2.14) toimii hieman yleisemminkin , se pé-
tee aina kun f on absoluuttisesti jatkuva (silloin f’ € L' ja osittaisintegrointi kaava on

voimassa, vrt. Holopaisen muistiinpanot |[H, Lause 3.78|, tai Appendix A.1.3).

-~

Yhdistdmalld (2.11) ja (2.14) ndhdéén, ettd [f(n)] < 55 kun f € Ch(—m, 7). Tai

vield paremmin, jos f € C(—m, ) voimme kiyttdd yhtélos (2.14) induktiivisesti k kertaa;

siispa f(n) = (in)™J ﬁﬂ\) (n) jokaisella 0 < j < k ja n # 0. Yhteenvetona saamme:

~ C

(2.15) |lf(n)] < i kun f € C’;i(—ﬂ,ﬁ).

Palataan sitten takaisin itseisesti suppeneviin Fourier sarjoihin. Ylldoleva paéttely antaa

valittomasti seuraavan tuloksen

LAUSE 2.9. Olkoon f € Ci(—?‘(‘,ﬂ'). Silloin f:n Fourier sarja suppenee tasaisesti ja itsei-
sesti kohti f(x):dd;

flz) = f: fln)e™  jokaisella x € [—m, 7).

n=—oo

ESIMERKKI 2.10. Harjoitustehtivissi 1 lasketaan, ettd funktion f(x) = m — |z| Fourier-

sarjan kertoimet ovat

/2 jos n=0
fln)=¢ — jos m on pariton,

0 jos n on parillinen, n # 0
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- 1
ja johdetaan timdin avulla kaava 1 + 372 + 52 + ... = ; m
padtelldadan helposti Eulerin kuuluisa kaava

2

1724224324+, = %

ESIMERKKI 2.11. Jos f(z) = x(m — x), kun = € [0, 7], laajennetaan f parittomaksi 2m-

periodiseksi funktioksi. Silloin harjoitustehtivissd osoitetaan, ettd

f(x) ~ 8 Z sin(kx)'

i . k3
k>1, k pariton

Erityisesti f:n Fourier-sarja suppenee itseisesti ja, Lauseen 2.8 mukaan, sarjan arvo on
f(z) jokaisella x € [—m, 7).
Valitsemalla nyt esimerkikst x = 7/2 saadaan

™2 m sin(kT) 8 S (1)
(5)=1(5) =+ 2 Y s

>1, Jj=0
k pariton

Toisin sanoen, olemme (taaskin Fourier-analyysin avulla) osoittaneet, ettd

— (-1 7
Z (2j+1)3  32°

j=0

III. KONVOLUUTIOT JA DIRICHLET YTIMET

Fourier osasummien systemaattisempi tarkastelu vaatii hieman uudenlaista ndkékulmaa.

Voimme kirjoittaa

Snflz) = ;N_:Nﬂn) et = i (% /_ f(x)e-mydy> e

n=—N

1 (" ~
_ in(x—y)
o | W) ( e ) dy.
~N

n=
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Siis

3.1) Suf(e) = 5= | 1) Data =y,
missa
N
(3.2) Dy(t) == Z e on (N:s) Dirichlet ydin.
n=—N

Fourier osasummien tutkiminen johtaa siten konvoluutio-operaattoreihin !!

MAARITELMA 3.1. Olkoot f,g: R — C lokaalisti integroituvia 2m-periodisia funktioita
(tai jos f,g € LY(—m,7), tarkastellaan niiden 2m-periodisia jatkoja). Funktioiden f ja g

konvoluutio, f xg, mddritellidn kaavalla

33 Fea)w) = 5 [ st =) dy

HuoMmAuTUS 3.2. I. Holopaisen luentomonisteessa Reaalianalyysi I [H, Lause 2.17| o0soi-

tetaan, ettd yo. oletuksin (f*g)(x) on hyvin mdadritelty melkein kaikilla x € [—m, 7]. Lisdksi

frge L(=mm) ja|f*gll < Ifleellgllz-

Muutamia konvoluution perusominaisuuksia tarvitsemme nyt ja jatkossa. Esimerkiksi

jokaiselle 2m-periodiselle funktiolle on f e f F(t)dt (MIKSI?), ja siten

(f % 9)(a) = 1/x+”f<y>g<m—y>dy=—i o) fla— ) dy = (g% £)(2)

21 ) 2m
(missé keskimméinen yhtdsuuruus tulee muuttujan vaihdosta y' = = — y).
Listataan konvoluution perusominaisuudet seuraavaan Lauseeseen (véitteiden todis-

tukset: HT).

LAUSE 3.3. Jos f,g,h : R — C lokaalisti integroituvia 2m-periodisia funktioita, silloin
(1) f(g+h)=Ffxg+[fxh
(ii) (af)*g=a(f*g) kaikilla o € C.
(iii) f+g=gxf
(iv) [ *g on jatkuva, mikali f tai g on jatkuva.
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II1.1. Hyvat Ytimet. Lauseen 2.6 todistuksessa hyodynnettiin trigonometrisia poly-
nomeja Py (), ja erityisesti niiden ominaisuuksia:

(i) P(0) = 0o, kun k — oo, sekd

(ii) |Pe(x)] = 0, kund <|z| <7jak — oco.
Tarkastellaan seuraavaksi yleisid integraaliytimia, joilla vastaavanlaisia piirteitd. Voimme

kuitenkin lieventdd yo. ehdon (ii) sup-vaatimuksen integraaliehdoksi.

MAARITELMA 3.4. Perhe {K,}°2, 2m-periodisia funktioita on hyva perhe ytimi,

jos

1 s
(3.4) vn, 2_/ Ky(z)de =1 (keskiarvo = 1),

™ J—n

1 ™
(3.5) o |Kn(2)|dz < Cy,  Vné€N, (Perhe tas. rajoitettu L':ssi) ja
(3.6) kaikilla 6 > 0,
/ | K ()| dw — 0, kun n — oo.
o<|z|<m
N

(Késitteen idea: K, :ien "massa" keskittyy origoon, kun n — 00.)
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Kurssi toisessa osassa syksymmalld, jatkuvan Fourier-muunnoksen yhteydessé, tullaan
tarvitsemaan vastaavaa kisitettd R%:n funktioille. Otetaan timé vastine kuitenkin jo nyt
esille - jatkuvan tapauksen todistukset ovat hyvin samanlaisia kuin periodisen; niiden to-
distukset tullaan jattdméadn kotitehtéaviksi. Jatkuvassa tapauksessa prototyyppi on perhe

K.(z) = 5K (%) missé K € L'R?), [ K =1 ja e > 0. Témé mielessé asetetaan

MAARITELMA 3.5. Jos K. : RY — C integroituvia funktioita, € > 0, sanomme ettd

{K.}.~0 on hyva perhe ytimii, jos

(3.7) Ve >0, K. (z)dx =1 (keskiarvo = 1),
R4
(3.8) |K.(2)|de <C<oo Ve>0, (Perhe tas. rajoitettu L':ssi) ja
Rd
(3.9) kaikilla 6 > 0,
/ |K.(x)| dz — 0, kun e — 0.
6< ||

Palataan sitten periodiseen tapaukseen ja sen perusominaisuuksien selvittamiseen.
LAUSE 3.6. Olkoon {K,}>2, hyvi perhe (2m-periodisia) ytimid ja 1 < p < oco. Silloin
”Kn * gHLP(—TrJr) < C(0 HgHLP(—w,w)7 g e Lp(_ﬂ'a 7T)7

1/p
missi Coy ehdon (3.5) vakio ja  ||g||r(—rx) = (% I \g(x)\%:c) .

Todistus. Olkoon ensin p = co. Silloin melkein kaikilla x € [—m, 7],

I I
(3.10) [Ky* g(z)| < %/ [Kn()lg(z —y)ldy < %/ (K@)l dy < Co gl Lo,

ja ottamalla téstd oleellinen supremum saamme

| K * gl = esssup | K, * g(z)] < Col|g]|re~ -

re|—m,T
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Tarkastellaan sitten tapauksia 1 < p < oco. Olkoon % + % = 1. Silloin melkein kaikilla

x € [—m, 7| on

1
K, < -
Ko v (o) < 5 |

—T

™

l9(z — y)|| Kn(y)| dy = % /_ﬂ l9(z — )| K () 7| K (y) [V dy

ja Holderin epéyhtéloa , vrt. Appendix (A.1.2), kiyttden saadaan

a1 gl = (o [l oia) ([ o)

Ottamalla téstd p's potenssi, integroimalla x:n suhteen ja kiyttdmaélla ehtoa (3.5) seké
vaihtamalla integroinnin jarjestys Fubinin lauseen nojalla, paddytdan arvioon
a2 o [ Keg@pdr < [ (5 [l — P ) K w)ldy

' or J " =% o) \ox /) . "
ja missé epayhtalon oikea puoli

1 s
= O nmy e [ Va0l dy < CFColgl g = CE ol

Tamé todistaa véitteen kun 1 < p < oo. Jiljelle jaava tapaus p = 1 seuraa kuten ylla
arviossa (3.12) Fubinin lauseen avulla - Holderié ei nyt tarvita. Lauseen kaikki tapaukset

on siis kiyty lapi. [

Téarkedd hyville { K, }-perheille on ettd K, * f — f, useammassakin eri mielessé - juuri
tatd ominaisuutta varten hyvét ytimet on rakennettu.

Tarkastellaan ensin pisteittaista konvergenssia
LAUSE 3.7. Jos {K,} hyvi perhe 2m-periodisia ytimid ja jos f € L>®(—m, ), silloin
lim (K,  f)(@) = f(2)

jokaisessa pisteessi x € |—m, | jossa f jatkuva [pidtepisteissi x = +m: fmn

periodisen laajennuksen tulee olla jatkuva).
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Todistus. Jos € > 0 ja 2m-periodinen f jatkuva pisteessid x € [—m, 7], haetaan ensin 6 > 0

jolle
(3.13 F@) ~ fa -l < Tyl <a
Silloin
.
(K@) = | o [ 1= nEatiay = 16| = |5 [ 160 = s,y

chdon (3.4) perusteella. Vieddén itseisarvot integraalin siséén, jolloin voidaan edelleen ar-
vioida
(Ko + () = fl2)] <

L[ f@—y) — f@) 1K) dy + =

21 Jiy<s 21 Js<y|<n

[f(x —y) — f(o)] [Kn(y)| dy

Integraaleista ensimmiisessi |f(z) — f(z —y)| <e, jotense <eg- [ |K,(y)|dy < eCp.

Toisessa integraalissa |f(z) — f(z — y)| < 2||f||L, joten tamé& tekija

smumm/ Ko(y)| dy < £Co
o<|y|<

kunhan indeksi n on riittédvan suuri [ehto (3.6)]; silloin (K, * f)(x) — f(x)| < 2eCy. Lause

on nain todistettu. U

Yo. todistuksesta huomataan, etta (K, x f)(xz) — f(z) kaikilla x € [—m, 7], mikéli (3.13)

on voimassa tasaisesti vélilla [—m, 7r]. Tasta saadaan

SEURAUS 3.8. Jokaiselle f € Cy(—m,m) pitee:

sup [(K,* f)(z) — f(z)] = 0, kunn — oc.

z€[—m,m]
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Entéa konvergenssi funktioille f € LP ? ! Tamén analysoimiseksi tarvitaan hieman reaali-
analyysid; erityisesti tarvitsemme seuraavan tuloksen kurssilta "Reaalianalyysi I", kts.

[H, Lause 2.29] tai Appendix, Lause A.1.1.
Jokaisella f € LP(R?), 1 < p < oo, on

h—0

(3.14) lim /Rd |f(z 4+ h) — f(z)|Pdz = 0.

Toisin sanoen, lauseen mukaan LP-funktiot ovat jatkuvia LP-normin mielessd, kun p < oo.

Sovellamme yo. tulosta kun f : R — C on 27-periodinen ja |7 _|f(z)[Pdz < co. Periodi-
sen tapaukseen palauttamista varten kiytetdin yo. lausetta funktioon F' = x[_ox2q4 f. JOS
|h| on riittévan pieni, niin
/ F(z+h) — )Pz = / F(z + h) — F(z)]Pde < / \F(z + h) — F(z)[Pdz — 0

- —T —00

kun |h| — 0%. Yhteenvetona saamme

LAUSE 3.9. Jos f € LP(—m,x), silloin  ["_|f(x+h) — f(z)|Pde =0 kun h—0
(ja f laajennettu 27-periodiseksi).

Niilla avuin padasemme késiksi LP-konvergenssiin.

LAUSE 3.10. Jos f € LP(—m,7) ja 1 < p < oo, seki {K,}5°, hyvi perhe 2m-periodisia

ytimid, niin silloin
1K * f = fllo(-mm) — O, kun n — oo.

Todistus. Oletetaan, ettd 1 < p < o0 ja Il) + % = 1. Silloin melkein kaikilla x € [—m, 7],
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(K% f)(@) — f(@)] = \ o+ [ - - 1w dy\ <

2 J_,

< 2 [T 1fa = y) = F@ )| Eal)] Ve dy

—2r ),

misté padstadn kuten (3.11):ssé Holderin epayhtélon kautta arvioon

™ ™ p/q
6,5 9)) = 00 < 5 [ 11— = s Rl (5 [ 1K) a)

27 —r -

Integroimalla tdmé ja kdyttdméalla Fubinin lausetta seké ehtoa (3.5) saadaan

1 " p
3 | 1 e = Fa)p da

<al'ly [ g [ 1w - s@rar Kl +
1

1 s
> o= | 1@ —y) = (@) dv|Ku(y)| dy]
21 Jo<pyl<n 27 Jor
Lauseen 3.9 avulla integraali yli vélin |y| < 0 saadaan pienemméksi kuin annettu e, ja
jalkimmaéinen integraali yli vélin § < |y| < 7 on pienempi kuin

1

2| f p—/ K, (y)|dy — 0
Il 5 [ IEat)ldy

kun n — oo. Tapaus p = 1 on taas vastaava mutta helpompi, eikd vaadi Holderdintia (HT).
O

Lauseet 3.7 - 3.10 ovat erittdin hyodyllisia monissa erilaisissa konvergenssitarkasteluissa
- hyvén perheen ominaisuuksissa on abstrahoitu ne yleiset piirteet, jotka tekevat konver-

genssin osoittamisesta helppoa !

Enté Dirichlet ytimet (3.2), toteuttavatko ne hyvien ytimien ehdot ? | Lahdetédén liik-

keelle vaatimuksista ensimmaisesté, joka on helppo,

N
1 [7 [ .
— [ Dy(t)dt = — "t =1 N eN.
27?/_” w(t) ,;_N%/—we t=1, VYNeN
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Sen sijaan Dirichlet ytimien L!-normeja on hankalampi arvioida. Muokataan siksi ytimié

helpommin késiteltdvaan muotoon:

~ ' ; ; . 1 — 2N+
DN(x) = Z ein® — e—’LNI(l + e 4+ eZQNac) — e—zNa: oo
n=—N

1—ei®

geometrisen sarjan osasummana. Siispé

5 B ei(N-l—l)x — e~ iNz B ei(N+1/2)x _ 6—i(N+1/2)x
v(z) = cir _ 1 - ciz/2 _ p—ix/2
Manipulaatiomme osoittaa, etta

sin (N + 1
(3.15) Dy(x) = (( 2) ) N e N.

sin (%) ’
Tésta esityksestd integraaliarvioita on huomattavasti helpompi tehdé. Nimittéin, |sin (%) | <

5| kaikilla z € R, ja siten

/Tr |DN(x)|dx22/ﬂ |Sin((N+%)x)|d$:4/Dﬂ|Sin((N+%)x)|dI

] x

—T —T

Muuttujan vaihdolla ¢ = (N + )z nihdéén siis etté

T (N+ ™ km
(/|DM@&M>4/1 |$“ }: / | sin(t)] dt —
-7 0

silli [" ) [ sin(t)] dt = 2 jokaisella k € N (MIKSI ?).

>1IOO
™=
T =

Toisaalta, chvzl % > log N. Olemme siis todistaneet seuraavan tuloksen
LAUSE 3.11. Dirichlet ytimille péitee L*-arvio
1 (" 4
— |Dy(z)|dz > — log N — oo, kun N — oo.
2w ). 72

Siis Dirichlet ytimet {Dy}nen eivdt muodosta hyvaa perhetta ytimia ! Tamén seu-

rauksena Fourier sarjojen taydellinen ymmaéartdminen on vaikeaa. Itse asiassa, ndytdmme
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myOhemmin ettd on olemassa jatkuvia funktioita, joiden Fourier sarja hajaantuu joissa-
kin pisteissd x. Toisaalta Carleson todisti v. 1966, ettd jatkuvan funktion Fourier sarja
suppenee melkein kaikkialla (Lebesguen mitan mielessi).

Yllaolevasta huolimatta hyviad perheitd ytimié voidaan hydédyntaéd Fourier sarjojen teo-

riassa, kuten seuraavassa osaluvussa ndemme.

II1.2. Fejerin ydin. Parannetaan Dirichlet ytimia seuraavalla konstilla. Muunnetaan

identiteetti (3.15) ensin seuraavaan muotoon
(eiax/2 . 6—ix/2>Dk(l,) _ eix/Qeikz . e—ix/Qe—ilm7 Lk e N.

Summaamalla tdmé identiteetti yli indeksien £ = 0,1,..., N — 1, pienelld manipulaatiolla
saadaan
N—-1 . N 2
sin (5o
(3.16) Y Dy(x) = (L> vrt. (HT 2)
— sin (E)
k=0 2
Merkittavia tassa on, ettéd saatu uusi konvoluutioydin on > 0 kaikkialla. Niinpéd saammekin
rakennettua niistd perheen hyvid ytimié [huomaa, etta jos ytimet m.k. positiivisia, niin (3.4)

implikoi (3.5):n]

MAARITELMA 3.12. Fejerin ytimet Fy mddaritelldin kaavalla

Fy(z) = %Z Dylz) = % (W) ., NeN.

)

Eli Fejerin ydin on N:n ensimmaisen Dirichlet ytimen keskiarvo; keskiarvo on syyta ottaa,

N

M

jotta hyvien ytimien ehto (3.4) siilyy,

(3.17) ! ﬂFd—lNz_ll " Dpde =1 N eN
. N.T—NkZOQﬂ_ - Lar = 1, .

2T J_,

Koska Fy > 0, vaatimus (3.5) on siis triviaalisti voimassa, ja siten hyvin perheen ominai-

suuksista riittad todistaa ehto (3.6).
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Vasemmalla Dirichlet'n ydin, oikealla Fejerin ydin

LAUSE 3.13. Fejerin ytimet { Fy}nen muodostavat perheen hyvid ytimid, s.o. ehdot

(3.4) - (3.6) ovat perheelle voimassa.

Todistus. Ehtoa (3.6) varten, jos § > 0 ja § < |z| < m, niin sin® (£) > C; = sin® (2) ja
siten
Fy(@)] < 5
I —_— —
N - N Cs

ja tdmé todistaa ehdon (3.6) Fejer-ytimien tapauksessa. [

— 0 kun N — oo,

Fejerin ytimilld on muitakin hyodyllisia esitysmuotoja, esimerkiksi pétee (HT 3)

(3.18) Fr(z) = NZ_I (_|Nﬁ|) Jika

k=—N+1
Fejerin ytimen madritelmésta ja (3.1):std ndhddén

1 ply _ S()f(l’) + Slf(x) +-+ SN_lf(ZE)

(FN*f)(Q?)ZN Sif(x) N

0

eli Fiy *x f on N:n ensimmaéisen Fourier osasumman keskiarvo !
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Yleisestikin, kun mietitdén sarjojen Y- a) suppenemista, sanotaan etté sarja Cesaro-

summautuu tai "suppenee Cesaro-mielessé", jos osasummien s, := >, _, ax keskiarvolla

St sitset s+ Sp

n -

n

on raja-arvo, eli

4 lim 0, =a € C.

n—oo
Selvésti  (MIKSI? = HT)
Z a, suppenee = Z a, Cesaro-summautuu

mutta kiddnteinen implikaatio ei ole totta; Cesaro-summautuminen on heikompi ehto.
Fejerin ytimien kautta voidaan tarkastella Fourier sarjojen Cesaro-summautumista.
Merkitaan siksi

% Sef(x).

k=0

(3.19) onf(z) = (Fy* f)(z) =

Kayttden Lauseita 3.7, 3.8 ja 3.13 huomataan, ettd Fourier sarjat Cesaro-summautuvat

funktioiden jatkuvuuspisteissé:

LAUSE 3.14. Jos f € L®|—m, 7| ja f jatkuva pisteessd x € (—m,m) niin

o f() = J:z_é Suf(x) = f(z),  kun N — oo,
Edelleen, jos f € Cy(—m, ), silloin
lonf = flle — O, kun N — oo.
Vastaavasti saadaan Cesaro-summien LP-konvergenssi.
LAUSE 3.15. Jos f € LP(—7,m) ja 1 < p < oo, niin silloin
lonf = fllee(emmy — 0, kun N — oc.
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Jatkuva funktio g on trigonometrinen polynomi jos ja vain jos g(n) # 0 korkeintaan
aarellisen monella n € Z. Fejerin ytimet Fy ovat tietysti trigonometrisia polynomeja, ja

koska (HT 2)

—_— o~

(3.20) fxg(n)=f(m)gn),  fgeLll(-mmn),

nidemme ettd oy f = Fy*f on trigonometrinen polynomi, kun f € L'(—mx, 7). Siispa Lausei-
den 3.14 ja 3.15 mukaan trigonometriset polynomit ovat tihedssd avaruuksissa Cy(—m, )

ja LP(—m,m), 1 <p< 0.

Tulemme jatkossa nikeméén Cesaro summien oy f(x) muitakin sovelluksia. Esimerkiksi
(HT 3), jos f : [-m, ] — C jatkuva, kullakin z joko f:n Fourier sarja suppenee kohti arvoa
f(z) tai sitten osasummat Sy f(z) oskilloivat, so. osasummat eivit voi konvergoida kohti

"vaarad" arvoa.
Samoin Fourier-sarjojen yksikésitteisyys seuraa Fejerin ytimien ominaisuuksista.
LAUSE 3.16. Jos f,g€ L'(—7,7) ja
f(n) =9g(n) jokaisella n € Z,
silloin f(x) = g(x) melkein kaikilla x € [—m, 7).

Todistus. Kaavojen (3.18) ja (3.20) mukaan oy f(x) = g:_iNH ( - I—f)) Fk) e Siis-

~

pé, jos f(n) = g(n) jokaisella n € Z niin oy f(x) = ong(z) jokaisella z € [—m, «|. Silloin
Lauseesta 3.15 ja kolmioepayhtélostd (eli Minkowskin epdyhtalostd (A.1.1)) seuraa, ettéd
lf —gllzr =0,eliettd f =g mk. z € [—mx]. O

Neljantena tarkeané sovelluksena saadaan
LAUSE 3.17. (RIEMANN-LEBESGUEN LEMMA) Jokaisella f € L'(—m,7),
J?(n) — 0, kun |n| — oo.
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Todistus. Lauseen 3.15 avulla 1oyddmme trigonometrisen polynomin P(z) = Zﬁi_ v Ake™”

jolle
Hf — PHLl(ﬂr,Tr) < €.

Kun |n| > M = deg(P), perusarvio (2.12) antaa | f (n)] = | (F — P) (n)| < |f=Pllp1(—rm) <

e. Véaite on nain todistettu.

IV. FOURIER SARJOJEN PISTEITTAINEN KONVERGENSSI

IV.1. Suppenemisehtoja. Lauseessa 2.9 ndimme, etta riittavin sileille (eli C’i—) funk-
tioille Fourier sarja suppenee pisteittéin (ja jopa tasaisesti) kohti funktion arvoa f(x). Mita
tapahtuu, jos luovumme sileys-oletuksista? Voisiko esim. jatkuvan funktion Fourier sarja
hajaantua ? Tai 10ytyisikd parempia tai yleisempié ehtoja, jotka takaisivat Fourier sarjan

suppenemisen ?

ESIMERKKI 4.1. Olkoon f(z) = «a, kun 0 < z < 7 ja f(z) = B, kun —7 < z < 0. Jos
a # B, funktio f on epdjatkuva origossa. Mutta suppeneeko vai hajaantuuko sen Fourier

sarja kun r =0 ¢

Asian selvittdmiseksi huomataan, ettd f(x) = O‘%ﬁ + #g(m), missd g(x) = +1, kun
0<z<mjag(r)=—1,kan —7 < z < 0. Koska ¢ on pariton funktio, (HT 1) = g(x) ~

> o | e sin(nz). Erityisesti, funktion f Fourier osasumma

N
Syf(z) = a;—ﬁ + Q;Bchsin(mﬁ)
n=1

(samat kertoimet ¢, !). Ndemme, ettd Sy f(0) = QTJFB jokaisella N; siis Fourier sarja suppe-

nee pisteessa x = 0 kohti arvoa

(4.1) lim

t—0

SO+ + f(0—1)
; :
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Yleisestikin, jos funktion f epéjatkuvuus on "suhteellisen siistid", Fourier sarja suppe-

nee kohti arvoa (4.1).

LEMMA 4.2. Oletamme, etti f € L'(—m, 7). Jos jollekin a € C on

@) S e

(4.2) ; .

0

nun silloin f:n Fourier sarja suppenee pisteessi x = 0, ja

lim Sy f(0) =

N—o0

Todistus. Voimme olettaa, ettd a = 0. Nimittdin muutoin voidaan tarkastella funktiota
F(z) = f(x) — a; silloin
/
ja SnF(z) = Sy f(z) —
Télla oletuksella, identiteetit (3.1) ja (3.15) ndyttavit, etta

Sx £(0 %/ Dy(0— ) <>dx:i/_ﬂf<x>sm((.“5”)dx.

21 sin (g)

Kéytetaan seuraavaksi sinin yhteenlaskukaavaa, sin(x 4+ y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

dx
— < X
x

F(x)+ F(—x)
2

[Eulerin kaavasta (1.2) tdmé on helppo palauttaa mieleen|, ja saadaan

(4.3) Snf(0 =3 / f(z) cos(Nz) dx—i——/ COS sin(N:v) dx.
7r

SlIl

Molemmat integraalit suppenevat itseisesti (MIKSI 7). Niistd ensimméinen konvergoi kohti
nollaa Riemann-Lebesguen Lemman 3.17 mukaan,

. I

lim — f(z) cos(Nz)dx =0,

pelkilld oletuksella f € L'(—m, 7). Jilkimméiinen integraalitermi kaavassa (4.3) taas voi-

daan kirjoittaa muotoon

271_/ flz +f z) COS( )sin(N:E)dI-l-i _: flz) = f(=2) CO'S(§> sin(Nz) dx




Viimeisessa integaalissa integroitava funktio on pariton, ja siksi sen integraali haviaa.

Jaljelle jaa siis arvioitavaksi

% _:g(x) sin(Nz) dx, missi g(z) = /() +2f(—x) Cs?z((

)
-

N8 (o8

Nyt voimme lopulta kiyttéa oletusta (4.2). Sen mukaan

d:v
— < oo,
z

| f@) + f(=2)

eli g € L'(—m, 7). Riemann-Lebesguen lause puree siis funktioon g(z), ja saadaan

17 f(x)+ f(—x) cos (%)
2r J_. 2 sin(%)

sin(Nz) dx — 0, kun N — oo.
Olemme néin osoittaneet, ettd Sy f(0) — 0, kun N — oco. O

Lemma avulla pdadsemme késiksi pisteittdisen suppenemisen keskeiseen tulokseen, nk.
Dini-ehtoon, joka on kiyttokelpoinen ja joustava kriteeeri, joka takaa Fourier sarjan sup-

penemisen annetussa pisteessi xo € [—m, 7.

LAUSE 4.3. (DINI-TESTI FOURIER SARJAN SUPPENEMISELLE) Olkoon zg € [—7, 7| ja f €
L' (—7,m) 2m-periodinen funktio, jolle

dt
— < 0oQ.
t

(zo+1) + flwo — 1)

(4.4) .

- f(ifo)

0

Silloin f:m Fourier sarja suppenee pisteessi xq, ja

Z ]/”\(n) einxo )

n=—0oo

Todistus. Olkoon F(z) = f(z+0), jolloin muuttujan vaihdolla Fi(n) = o [T [z + zo)e ™ d =

F(n)eimvo. Edelleen, (4.4) on yhtépitéivis ehdon

r

F(z)+ F(—




kanssa. Toisin sanoen, Lemman 4.2 nojalla

f(zo) = F(0) < SnF(0) = Z J?(n)eimo = Sy f(wo)

kun N — oco. O

Dini-testilla saadaan lukuisia eri suppenemistuloksia; kootaan niistd tdhdn muutamia.

Jos funktiolla f ei ole hyppyé pisteessa xg, testi on mukavin muodossa

fzott)—f(wo)

SEURAUS 4.4. Jos f € L*(—m,7) ja [~ -

f(zg) kun N — oo.

dt < oo, mnin silloin Sy f(xy) —

Tyypillisid funktioita, joille Seurauksen 4.4 ehto toimii, ovat esimerkiksi Holder-jatkuvat
funktiot. Funktiota f € Cy(—mn, ) sanotaan a-Hdlder jatkuvaksi, 0 < o < 1, ja merkitdén

f € Lip,, jos jollakin vakiolla M < oo on

(4.5) [f(z) = fy)| < Mz —y|*,  Vaz,ye|[-mmn]

SEURAUS 4.5. Jos f € Lip, jollakin 0 < o < 1, ja f on 2mw-periodinen, niin silloin f:mn

Fourier sarja suppenee jokaisessa pisteessd x € [—m, m|.

Todistus. [ _T:r M

dt < M [T |t]*tdt < oo. O

Voidaan myos tarkastella funktioita f(x), joilla jatkuvuusmoduli w : [0,00) — [0,00);
silloin oletamme w:sta, ettd se on kasvava ja ettd w(t) — 0 kun ¢ — 0. Yleistdmme ehdon

(4.5) muotoon
[f(@) = fWl <wllz—yl),  Va,ye|-mm|

ja ndemme Dini-testista, ettd f:n Fourier sarja suppenee joka pisteessd mikéli

/O@dt<oo.
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Toinen tyypillinen Seurauksen 4.4 sovelluskohde ovat differentioituvat funktiot.

SEURAUS 4.6. Jos f € L'(—m,7) on derivoituva pisteessi o, silloin f:n Fourier sarja

suppenee Tp.ssa.

Dini-testin kautta padasemme késiksi myos Fourier sarjojen lokaaleihin ominaisuuksiin.
Esimerkiksi Fourier sarjan suppeneminen tai hajaantuminen pisteessé g riippuu vain funk-

tion ominaisuuksista xy:n ympéaristossa.

SEURAUS 4.7. Olkoon zy € [—m, 7| ja f,g € L'(—m, ) ovat sellaisia funktioita, etti f(z) =

g(x) jossakin xy:n ympdristossa. Talldin
lim [ Sy f(x0) — Sng(wo)| = 0.
N—o0

Todistus. Koska [ |(f — g)(zo +t)| L < oo, Seuraus 4.4 todistaa viitteen. [

Toisin sanoen: jos f ja g saavat samat arvot jossakin xg:n ympéristossa, niin silloin
joko molempien Fourier sarja hajaantuu x:ssa, tai sitten molempien sarja suppenee tuossa

pisteessa.

Viimeisené esimerkkind Dini-ehdon kéytosta tarkastellaan paloittain sileitd funktioita.
Sanomme etti 27r-periodinen funktio f on paloittain C*, jos 16ytyy pisteet —m = a; < as <
- <a; < --- < ap = niin ettd jokaisella j,  fl(a,.a,4.) € C'(a;,aj41) seké toispuoleiset
raja-arvot

Flapt) = lm fla,41) Ja flayt) = lim a1
ovat olemassa, samoin f(a;—) := lim; o+ f(a; —t) ja f'(a;—) := limy_,o+ f'(a; —t). Mutta
voi siis olla

flz+) # f(z—), jos x =a; jollakin j,

vrt. esim. kuva sivulla 7.
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SEURAUS 4.8. Jos 2w-periodinen funktio f on paloittain C*, silloin f:n Fourier sarja sup-
penee joka pisteessi x € [—m, 7|, ja

flx+t)+ f(x—1t)
2

lim Sy f(z) =lim jokaisella x € [—m,].
N—oo

t—0

Todistus. (Harjoitukset) O "

Lopuksi, seuraavassa kuvassa 2m-periodisen porrasfunktion, f(x) = 1, kun 2k7m < x <

(2k + D)7 ja f(x) = —1 kun (2k — 1)7 < z < 2km, Fourier osasummien kuvaajia.

Syfey , N=5

g b 1:2r
&N{(’z\ ’ N=25
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Edellisen sivun kuvissa huomaa selvésti kuuluisan Gibbsin ilmion: Porrasfunktion epé-
jatkuvuuskohdissa Fourier sarja ei suppene tasaisesti, vaan tekee niissd hypyn, joka siilyy
mutta siirtyy yhéd lahemmaés epédjatkuvuuskohtaa, kun N kasvaa (HT 4). Rajalla N — oo

sarjan hyppy on n. 9% funktion epajatkuvuuden suuruudesta.

IV.2. Jatkuvat funktiot ja hajaantuvat Fourier sarjat. Osoitamme luvun lopuksi,
ettd huolimatta yo. monista konvergenssituloksista, on jatkuvia funktioita, joiden Fourier
sarja hajaantuu joissakin pisteissi = € [—7, 7).

Tavoitteenamme on konstruoida jatkuva funktio f € Cu(—m, ) jolle
(4.6) Sn.f(0) = (Dn, * f)(0) — oo, sopivalla osajonolla N}, — oc.

Konstruktiota varten tarvitsemme useamman osatuloksen. Lahdetaan liikkeelle Lauseesta

3.11, jonka mukaan Dirichlet ytimen integraaleille patee
1 (7 4
—/ |Dy(z)|dz > — log N — o0, kun N — oo.
2w ). 2
Tasta saamme
LEMMA 4.9. Jokaisella N € N loytyy funktio g = gy € L®(—m,m), jolle
. 4
lollo =1 ja  [Sng(0)] =2 —5 logN.
Todistus. Koska Dy (z) on parillinen funktio,
1 [7 1 [7
Sg(0) = (Dx +9)0) = 5 [ Dul0=a)gla)da = o [ Dylalg(a)da.

Valitaan siis g(z) = sgn(Dy(x)), eli g(x) = 1 kun Dy(z) > 0 ja g(zr) = —1 kun

Dy(z) < 0. Talld on molemmat vaaditut ominaisuudet. [

Seuraavaksi haluamme korvata yo. Lemman funktion g = gy trigonometrisella polyno-

milla P, niin ettd Sy P(0) séilyy suurena.
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LEMMA 4.10. Jos g € L'(—m, ) ja N € N, silloin
HSN<UN29) _SNgHoo < 2H9HL1(77r,7r)‘

Todistus. Kaavan (3.18) (tai HT 3/tehtévén 3) mukaan

(4.7) (on2g9)(x) = 2 (1 _ ]’\];_l) (k) et

_N2+1
Néin ollen
N | N | X
Sulowo)(e) = 3o (1 3 ) 909 = ab e — 5 3wy
-N —-N -N
Tassa .y (k) e = Syg(x), kun taas viimeinen termi <

N
1 N 2 N(N+1)
e 2 WA < =5 lollirinn < 2olirnn

perusarvion (2.12) nojalla. O

Léyddamme siis trigonometriset polynomit P = Py := on2(gn), N € N, joilla seuraavat

ominaisuudet:
o ||P|loo <1 jokaisella N € N (silld || Plloo < |lgn]loe < 1, vrt. Lause 3.6)
o degP < N? -1 (vrt. (4.7))
o [SyP(0)] > 5 logN —2 (Lemmat 4.9 ja 4.10)

Haluamme lisiiksi varmistaa, etti P Fourier-kertoimet P (k) =0 kun 1 < |k| pieni. Téhén

auttaa
HUOMAUTUS 4.11. Jos P(x) = >." ape™ on trigonometrinen polynomi astetta n, silloin

h(z) :== P(Mx) = z”: ape Mk

k=—n
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on trigonometrinen polynomi, jonka aste = Mn, jolle /f;(O) = ﬁ(O) (Miksi ?) ja jolle
h(j) = 0, kun 1< |j| < M —1.

Lisdksi kaikilla N,
SNP Z CLk— SNMh)( )

Niilla evéilla tarkastelemme Lemman 4.9 funktiota ¢ = gy ja asetamme

(4.8) on(z) = (0N2(gN))(N:1:).

Listataan sitten trigonometristen polynomien ¢y ominaisuudet. Kullakin N € N,

_ 1 [~
(49) 5 =5z [ owde| < ol <1
(4.10) (Sx20n)(0) > 5 logN —2 ja
(4.11) on() =0,  kunl<[j| <N -1 tai [j|> N

Néin saamme konstruoitua perheen trigonometrisia polynomeja, joiden Fourier kertoimien
kantajat (Z:n osajoukkona) ovat erilliset, lukuunottamatta vakiotermié n = 0; liséksi kaa-
van (4.10) nojalla vastaavat Fourier osasummat kasvavat suuriksi kertoimien kantajan "kes-

kivaiheilla": Asetetaan

N, = 23k, keN,

ja madaritellddn funktio f summana

(4.12) => % x € [~m, 7.

k=1
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LAUSE 4.12. (DU Bo1s-REYMOND) On olemassa jatkuvia funktioita f € Cy(—n,m), joi-

den Fourier sarja hajaantuu pisteessa x = 0,
SNgf(O)—>oo, kun k — oo.

Todistus. Viaitdmme, ettd summan (4.12) funktio toteuttaa Lauseen vaatimukset. Ensiksi,
koska ¢n:t ovat tasaisesti rajoitettuja (4.9), sarja (4.12) suppenee tasaisesti, ja siten f(x)
on ainakin jatkuva valilla [—m, 7].

Funktion f Fourier kertoimien méaradmiseksi huomataan, ettd tasaisen suppenemisen

vuoksi
o0

S (0) = (Dux 1)(0) = 3 1 Sulow) 0)

k=1

Edelleen, ehdon (4.11) avulla voimme identifioida Fourier osasummat S, (¢, )(0), kun n

on "pieni" ja kun n "suuri"; toisin sanoen,
koska degpy, < NP = Ny = Sn(ngNk)(x) = ¢n,(z) kun n > Ngig;

vastaavasti, Sh (¢Nk)(x) = EN\,C (0), kun n < Ng.

Vertaamalla tétéd kaavaan (4.9) huomataan, ettd arvio |S, (dn, ) (#)| < ||, |l Pétee mo-
lemmissa tapauksissa, siis kun n > Ny, ja kun n < N.
Téastd voimme paatelld, ettd kun n € [N;, Nji1),
1 1 1
1S fO)] = 5150085, 0)] = Y = llomlle > 5 1Su0n,(0)] = C,
J il J
missi, C'= > 77| 75 < oo vakio.
Valitaan nyt n = Nj2 € [N, Nj+1), missd muistetaan ettd N; = 2% . Silloin ehdon

(4.10) nojalla

|Snf(0)| > j_2|Sn¢Nj(0)| - C > logNj2 —2 _C

j27r2

8 )
= ——=3log2 -2 — C— o0, kun j — oo. 0
j2r2
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Olemme néin osoittaneet, ettd joillakin jatkuvilla funktioilla Fourier sarja hajaantuu
joissakin pisteissd. Positiiviseen suuntaan, Carleson (p = 2) ja Hunt (yleiselld p) todistivat,
ettd kun 1 < p < oo ja f € LP(—m,m), silloin f:n Fourier sarja suppenee melkein kaikkialla.
Erityisesti, tulos patee kun f € Cyx(—m, ). Carleson-Hunt teoreeman todistus on kuitenkin
lilan vaikea télla kurssilla lapikaytavaksi.

Enté tapaus p = 1, kun f € L'(—m,7) ? Tamin ratkaisi Kolmogorov v. 1926, mutta
negatiiviseen suuntaan ! Hin osoitti, ettd on olemassa funktioita f € L'(—m, ), joiden

Fourier sarja e:i suppene missadn pisteessa.

V. FOURIER SARJOJEN SOVELLUKSIA |

V.1. Tasanjakautuneisuus (mod 1) ja Weylin lause Tarkastelemme seuraavaksi
Fourier analyysin sovellusta lukuteoriaan - tdmé on itse asiassa vain yksi esimerkki laajasta
aihepiirista.

Kuten algebrasta muistetaan, jos z,y € R, merkitaan

x =y (mod1l), mikili z —y € Z,

sekd sanotaan, ettd talloin = ja y ovat kongruentteja (mod 1). Erityisesti, kullakin x € R
16ytyy yksikasitteinen luku

<x> € [0,1),

jolle

r =<xz> (modl);

siis < x> onluvun 2z murto-osa l. desimaaliosa.
KYSYMYS: Kun a € R, mitéd voidaan sanoa jonosta

<a>, <2a> <3a>, <4da>,...... (elo,1) ) 217
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Eli haluamme esimerkiksi ymmértad milloin jono tihed joukossa [0, 1), miten jono kdyttéy-

tyy vélilla [0,1), kun n — oo jne...
Esimerkkiné, jos o = § € Q, saamme jonon

2 3 —1 +1
Y S A (k) SO B (0 Sy S
q q q q q q

eli jonosta tulee periodinen. Mutta jonon dynamiikka, so. se miten jonon alkiot kulkevat

valilla [0, 1), on kuitenkin hankala ymmaértad; jos esimerkiksi o = %, saatu jono

W

<§>—><§>—><?>—<2>%<§>—><1>—><—>%O—><§>
7 7 7T T 7 7 7 7

néayttad varsin satunnaiselta.

Millainen on sitten desimaaliosien jono < na >, n =1,2,3,..., kun « on irrationaali-
nen ? Téasta voidaan itse asiassa sanoa paljonkin — erityisesti tulemme ndkeméaén etta talloin
desimaaliosat jakautuvat tasaisesti vrt. Seuraus 5.4. Tasan jakautumisen tarkka méaritelméa

on seuraava.

MAARITELMA 5.1. Reaalilukujono (xy1,xs,x3,...) on tasan jakautunut (mod 1), jos

jokaiselle avoimelle vélille (a,b) C [0,1) pdtee

1<n< :
lim #{1<n<N :<z,>€(a,b)}

N—oo N =b-a

HUOM: Téssd #A on joukon A alkioiden lukumééra.

Joskus sanotaan ylldolevan ehdon kanssa yhtépitavésti, ettd jonon (x,)52, frekvenssi
avoimella vililla (a,b) on b — a. Jos jono (x,)2%; on tasan jakautunut (mod 1), selvéstikin
jono (< x, >)2, on tihed joukossa [0, 1). Mutta tasan jakautuminen on huomattavasti vah-
vempi ominaisuus kuin tiheys, ehto {x,, : n € N} = [0,1) ei implikoi tasan jakautuneisuutta

(MIKSI?, anna vastaesimerkkejé).
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Annetusta jonosta on usein vaikea suoraan paatelld onko se tasan jakautunut vai ei.

Seuraava nk. Weylin kriteeri antaa vahvan tyokalun asian ratkaisemiseksi.

LAUSE 5.2. (WEYLIN KRITEERI) Reaalilukujono (x,)22, on tasan jakautunut (mod 1) jos

N
: 1 2nik xy : :
(5.1) ]\}13(1)0 N ;e = 0  jokaisella k€ Z\ {0}.

Tasan jakautumisen todistaminen Weylin kriteerin avulla vaatii useita osa-askeleita.

Aloitetaan seuraavalla.

LEMMA 5.3. Jos reaalilukujono (x,)52, toteuttaa Weylin kriteerin (5.1), silloin ehto

(INT) lim lz:f(xn) = /0 f(z)dzx

N—ooo [V

patee jokaiselle jatkuvalle 1-periodiselle funktiolle f € C(0,1).

Todistus. Oletetaan ettd jono (x,) toteuttaa Weylin kriteerin.

Olkoon ensin f(z) = e*™** missi k € Z. Jos k = 0, f = 1 ja viiite (INT) on triviaali.
Jos taas k # 0, fol e?mikt dt = 0 ja (INT) piitee oletuksen, eli Weylin kriteerin nojalla.

Lineaarisuuden nojalla (INT) on tilloin voimassa aina kun f on trigonometrinen poly-
nomi, eli muotoa f(z) = Son__y cpe®™e.

Olkoon sitten f : R — C jatkuva ja 1-periodinen funktio, sekd ¢ > 0. Lauseen 3.14
mukaan trigonometriset polynomit ovat tiheédssé avaruudessa Cy (0, 1). Toisin sanoen, 16y-

2mikax

ddmme (1-periodisen) trig. polynomin P = Z,]j:_ ~ Cke , jolle
(5.2) | f — Pl < e

Edelleen, ylliolevan mukaan, kun valitaan riittdvan suuri N, = N.(P) € N,

%;P(:pn) — /01 P(t) dt

Yhdistamalla namé arviot saadaan

(5.3) <e  N>N.
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kun N > N.(P). Lemma 5.3 on siis saatu todistetuksi. O

My®és tasan jakautuneisuuden ehto, Maéritelma 5.1, voidaan lausua integraalin avulla.
Sovitaan ensin, ettd kaikki alla tarkasteltavat vélin [0, 1) funktiot on jatkettu 1-periodisiksi
koko reaaliakselille. Toisin sanoen jos kiytetaéan vélin (a,b) C [0,1) karakteristiselle funk-

tiolle merkintéé x(q,p), télloin

1, te(a,b)+2Z,
X(a,b)(t) =
0, t¢(a,b)+7Z.

Huomaamme, ettd tasan jakautuneisuus tarkoittaa tdsmaélleen sita etté jokaiselle avoimelle
vélille (a,b) C [0,1) funktio x(4p) toteuttaa ehdon (INT).
Néilld evédin voimme palata péédtulokseen, Lauseen 5.2 todistukseen. Kun véli (a, b) on

annettu, valitaan jatkuvat ja 1-periodiset funktiot fI ja f=, joille
(5.4) 0 < f7(t) < Xxp) < f5(8) <1,  teR,

ja fE(t) = X(ap (%), paitsi mahdollisesti kun [t — a| < ¢ tai |t — b| < &, vrt. kuva alla.

44



Silloin

1 1 1
(55)  b—a—2 < / @ dt < / Xen(®)di < / FHE A < b—a+t2e
0 0 0

Téstd huomataan, ettd mikéli jono (z,,)0%, toteuttaa Weylin ehdon (5.1), silloin

1
lim sup —Zx(ab (x,) < lim sup —Zf+ Tp) / fF@)ydt < b—a+2e,
0

N—>oo N—>oo

—

missa " ylld seuraa Lemmasta 5.3.

Samalla tavalla ndhdaéan, etté

lim 1E£ONZXGI) (xn) > b—a—2e.

Koska € > 0 oli mielivaltainen, saadaan

(5.6) ]\}I_TSONZX(M) Tn) = b—a.

Olemme néin todistaneet Lauseen 5.2, eli etté jokainen jono joka toteuttaa Weylin kriteerin

(5.1) on tasan jakautunut. [

SEURAUS 5.4. Jos a € R\Q, silloin jono (na)$2, on tasan jakautunut (mod 1). Toisin

sanoen, desimaaliosat
(5.7) (<y>, <2y>, <3y >, <4dy>, <Hy>,...)
jakautuvat tasan vdlille [0,1).
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Todistus. Naytdmme, ettd kyseinen jono toteuttaa Weylin kriteerion. Olkoon k € Z\ {0}.
Voimme laskea kayttamalld geometrisen sarjan summakaavaa
2mika (627rNik:om o 1)' 2

N
1 2mikan | __ |€ —
‘N;‘f | - N |e2mika _ 1] = Nle2mika _1] N 0. U

KYSYMYS: Missa kohtaa edellisesssa todistuksessa tarvitaan luvun « irrationaalisuutta?

Itse asiassa Lausetta 5.2 voi vield tarkentaa: Weylin kriteeri on karakterisaatio jonon

(2,)22; tasan jakautuneisuudelle (mod 1) !

LAUSE 5.5. Reaalilukujono (x,)>2, on tasan jakautunut (mod 1) jos ja vain jos Weylin

kriteerio
X
(5.8) lim — E e?hen — (0 jokaisella k€ Z\ {0}
N—oo N =1
patee.

Todistus. Meiltd puuttuu vain Weylin ehdon vélttaméattomyys, implikaatio suuntaan "=".
Tamén todistamiseksi, olkoon jono (z,)2; tasan jakautunut, jolloin tehtdvindmme on
johtaa Weylin ehto (5.8).

Kuten ylla, tulkitaan tasan jakautuminen integraalin avulla; siis oletuksen nojalla ehto

1 & L
(5.9) B3 ) / F(#)dt, kun N — oo,
n=1 0

pitee, kun f = x(qp). Jotta voimme yleistdd tdmén vaikkapa puoliavoimille vileille [a,b),

huomataan ensin etta

#1<n<N <z, >=0} - #{1<n<N:<z,>€(0,1)}

- 1—-1=0
N N

Siksi (5.9) pétee kun f = xp), 0 < b < 1. Silloin se pétee myds kun f = X0 = Xjop) —
X[0,a)- Ja edelleen, (5.9) pétee téllaisten funktioiden &érellisille lineaarikombinaatioille, eli

porrasfunktioille.
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Mutta jokaista jatkuvaa ja 1-periodista funktiota f : R — C voi approksimoida porras-

funktioilla tasaisesti vélilla [0, 1); riitt44 asettaa

=0
jolloin || f = gar||zee(0,1) = 0 kun M — oo, ja saamme

N N 1 1
1 1

N—oo N—oo

kun M on riittdvén suuri. Vastaavasti liminfy_. & Zgil flz,) > fol f — 2¢ ja ndemme
ettd (5.9) pétee kaikille jatkuville 1-periodisille funktioille f.
Koska f(z) = e?™*2 on jatkuva, se toteuttaa (5.9):n, joka eksponenttifunktioiden ta-

pauksessa on tésmaélleen ehto (5.8). O

Weylin teoreema on varsin vahva (ja kaunis !) tulos. Sen avulla voi todistaa esimerkiksi,
etta jono

(<logn >)r,

ei ole tasaisesti jakautunut (HT). Liséksi Weyl todisti kriteerinsé avulla, ettd jokaiselle
polynomille p(z) = ag + a1x + ... + agz? luvut p(1),p(2), ... ovat tasanjakautuneet mod

(1) mikili ainakin joku polynomin kertoimista as, ..., a4 on irrationaalinen.

Lopuksi, voisiko tasan jakautumisen késitettd vield tarkentaa, korvaamalla vilit (a,b)
yleisilld mitallisilla joukoilla A C [0,1) 7 Esimerkiksi tarkasteltaessa jonoa (< na >)%,
a ¢ Q, tasanjakautuneisuuden méaritelméié vastaava vaatimus néyttaisi olevan

_ 1<n<N:<na>€ A
(5.10) lim #ilsns ;i
N—oo N

- |A|7

missé |A| on ko. joukon Lebesguen mitta.

Mutta téssé on selvd pulma: Joukko {< na >: n € N} on vain numeroituva, eiki yleinen

mitallinen joukko A '"néde" sita.

47



Tilanne vaatii siis uutta ndkokulmaa ! Tarkastellaan asiaa tésséd vain hyvin lyhyesti;
ideana on nyt samaistaa luku a kierron R, : [0,1) — [0,1), R, <z > =<z + a >,
kanssa. Samaistus on helpoin mieltdéd yksikkdympyralla [Piirra kuva !|.

Ehdon (5.10) luonnollinen vastine on silloin

li
N—oo N—oo

N N
1 1
lim N nEO xa(z+na) = lim N nEO xaoRL(z) = |A] melkein kaikilla z.

Kuuluisan Birkhoffin ergodisuuslauseen mukaan niin todella on. Sivuutamme kuiten-

kin Birkhoffin lauseen todistuksen; se 10ytyy useimmista ergodisuusteorian kirjoista.

V.2. Jatkuvia funktioita, joilla ei derivaattaa missidan pisteessia. Riemann esitti

v. 1861, etta sarja

(5.11) R(z) = Zw, x € [—m, 7,

n=1
on esimerkki jatkuvasta funktiosta, jolla ei ole derivaattaa missdéan pisteessd. Riemann ei
kuitenkaan antanut véitteelleen perusteluja; ensimmaéisen pitdvéan argumentin antoi Weier-

strass, joka osoitti, ettd sopivilla luvuilla 0 < b < 1 < a, ab > 1, funktiolla
(5.12) Wi(z) = an sin(a" x)
n=1

ei ole derivaattaa yhdessidkadn pisteessi. |[Tarkkaan ottaen, Weierstrass todisti tapauksen
0<b<l 1l<a€Zjaab>1+3m/2]

Tamén osaluvun tarkoituksena on todistaa erds versio Weierstrassin tuloksesta. Alku-
periisestd Riemannin funktiosta (5.11) Hardy néytti v. 1916 derivoitumattomuuden pis-
teissd tm, t ¢ Q. Lopullisen ratkaisun antoi Gerver v. 1969 ja 1971; hén osoitti ettd R(x)
on derivoituva pisteissd © = mp/q, kun p, ¢ parittomia kokonaislukuja, mutta ei missddin

muualla.

Todistamme tuloksen
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LAUSE 5.6. Jos 0 < a < 1, silloin funktio
@) = ) = 32 6?e zeR,
n=1

on jatkuva ja 2m-periodinen, eli f € Cy(—m,m), mutta f ei ole derivoituva yhdessikddn

pisteessd v € R.
Eli annamme todistuksen Weierstrassin tulokselle tapauksissa b = 27%, a = 2 > 1, jolloin
tietysti ab = 217 > 1.

Ennen kuin péaéastddn Lauseen 5.6 todistukseen tarvitsemme muutamia valmistelevia
tarkasteluja. Ensinnékin huomataan, ettd funktio f,(x) on jatkuva, tasaisesti suppenevana

trigonometrisena sarjana. Toisaalta, monet f:n Fourier kertoimista ovat nollia,
fa(2h) = (2")77, n €N,
fa(k) = 0, k#2" neN.

Tallaista Fourier sarjaa sanotaan lakunaariseksi.

Yleisesti, kokonaislukujono (a,)5, C N on lakunaarinen, jos a,+1 > Aa, jollakin va-
kiolla A > 1. Funktion f Fourier sarja on lakunaarinen, jos f:n Fourier kertoimien kantaja

(Z:n osajoukkona) on lakunaarinen, siis

~ Cn,s kun n = a; jollakin k
(5.13) f(n) =
0, kun n # ag, k €N,
jollakin lakunaarisella jonolle (a,)22 ;.

Lakunaarisille Fourier sarjoille Fejerin ja Dirichlet ytimien yhteytta voidaan tarkentaa.
Muistetaan ensin (3.18), ettd Fejerin ytimien Fourier kertoimet ovat

L]

(5.14) Fy(k) = (1 v

> : —N < |k| < N; ﬁv(k) =0 muuten.
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Téastd huomataan, etté

k k
(2F2N_FN>A(]{7):2( —%)—( —|N—|) =1, kun 0 < |k| < N,

ja
_ 1A
N’

muut ytimen 2F5y — Fy Fourier kertoimista ovat nollia. Erityisesti,

(QFQN—FN)A(]{) = 2 kun N < ’k’ SQN,
HUOMAUTUS 5.7. Lakunaariselle sarjalle f.(x) pdtee:
SNfaE(2F2N_FN)*fa; kun N:2n, n € N.

Toisin sanoen, lakunaarisen funktion f, Fourier-sarjaa voi tutkia suoraan Fejerin ytimien

avulla.

HuomAauTus 5.8. Jos merkitiin Ky(x) = 2Fyn — Fn(x), silloin {Kn}3_, on perhe hyvid

ytimid (MIKSI ?). Nditi kutsutaan de la Vallée-Poussin ytimiksi.

On havainnollista verrata néitd kolme perhettd ytimia "Fourier-puolella". Ensiksi, Fejer-

ytimien Fourier kertoimien kuvaajaa voi hahmotella seuraavasti, vrt (5.14).

A
1 Fy (W

k,’:-—})-tq t=o0 IL':»N

Dirichlet ytimille taas l/?;(k) =1, —N<I|k <N, ja I);(k’) =0 muuten, joten

sen kuvaaja on seuraava:
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De la Vallée-Poussin ytimet Ky (z) = 2F;y—Fn(x) muodostavat jonkinlaisen "vilimuodon"

Dirichlet- ja Fejer-ytimisté; sellaisilla on kidyttoda muuallakin.

% Fon™ 'V)A (W)

le= 20 k= -AJ k=0 le=ro le= 240

Koska lakunaarisen sarjan f, Fourier kertoimille f;(k) =0kun N =2" < k < 2"l = 2N,

ylldoleva kuva selittdd myos Huomautuksen 5.7 identiteetin.

Lopuksi on vield kytkettava derivoituvuus Fejer-summien oyg = Fyy * g ominaisuuk-

slin.
LEMMA 5.9. Olkoon g € Cy(—m, 7). Jos g on derivoituva pisteessi xo € [—m, |, silloin

(ong)'(x9) = O(log N), N eN.

[Muista merkinti: a,, = O(b,) < |a,| < Cb, jollakin vakiolla C' ja kaikilla n € N.|
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Todistus. Lasketaan

(owg) ) = 7| Bweg)o) = o [ Fileo—0g0rde = 5= [ a0 gl 1)

Tl o—ag 2 ) . 2 ) .

Koska Fy on 2m-periodinen, [ F}(t) dt = 0 ja siten
/ ]' " / ]' " /
(5.15)  (owg) (o)l = |5 [ Fn(t)lg(xo —t) = glzo)]dt| < o— [ |Fn(t)] Colt| dt

—T —T

jollakin vakiolla Cy < oo, silld g derivoituva zg:ssa ja jatkuva.

Tehtdavandmme on siten arvioida integraalia

1 m
— F, .
o L O

Tassa voidaan edetd seuraavasti. Ensinnakin

N-1

> ( —%’) ik et

—N+1

< N?

(5.16) [Fn(t)] =

ja toiseksi, kaavan (3.16) tai Méaritelmén 3.12 mukaan Fy(t) = + sin® (Nt/2) sin™? (¢/2).

Tésta derivoimalla
F}(t) = cos(Nt/2)sin(Nt/2) sin ™2 (t/2) — %sin2 (Nt/2)sin™?(t/2) cos(t/2),

mista saamme arvion

3 2
(5.17) IFl(t)] < ti2 0<|t| <

[Tarkista arvio ! Muista: |sin(¢)| < [t| ja 2|t|/m < |sin(¢)| kun |[t] < 7/2]
Yhdistamaélla arviot (5.15)-(5.17) saamme

|(ong) (o) < Co/ |Fn (1) |t|dt+Co/ [Fn ()] [2] dt
|t|<1/N 1/N<t|<n
Todt
SC’O/ N? |t|dt+67T2C()/ — = O(1) 4+ O(log N) = O(log N). O
|t|<1/N yn t
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Ylldolevasta tuloksesta lakunaarisen sarjan f, derivoitumattomuus seuraa nopeasti.

Lauseen 5.6 todistus. Kun N = 2" n € N, tarkastellaan trigonometrisia polynomeja
Py () = Snfa(z) — Snjafalz) = 272" = N7,
Polynomin derivaatta |Py(z)] = N'~%. Toisaalta Huomautuksen 5.8 mukaan

Py = Snfa = Snjafa = 20anfo —onfa) — (208 fo — onjafa) = 202N fa — 30N fo + Onj2 fa

Téasta ndhdaan, ettd jos funktiolla f, olisi derivaatta jossakin pisteessd xg € [—m, 7], silloin
Lemman 5.9 mukaan P} (z9) = O(log N), mikd on mahdotonta silli N'=* kasvaa paljon
nopeammin kuin log N, kun N — oo. Siten funktio f, ei voi olla derivoituva missdéan

pisteessi zy € [—m, ] ja Lause 5.6 on néin saatu todistetuksi. [

Jos halutaan reaaliarvoinen funktio f € Cyu(—m, ) jolla ei derivaattaa missédén pistees-

s, valitaan esimerkiksi

[e.9]

Ja(x) = Re fo(x) = 22_"0‘ cos(2"x), x € R.

n=1
Taas voidaan tarkastella trig. polynomeja Qn () := Snga(2) — Snj2ga(x) = 27" cos(2"x),
N = 2". Mutta tilld kertaa derivaattojen itseisarvot |Qy(z)| = 217" | sin(2"z)| eivit ole

vakioita. Tarvitaan siksi Lemman 5.9 tarkennus (HT; tod. samaan tapaan kuin Lemmassa):
(5.18)  (ong)'(zo+h) = O(logN), kun |h| < % ja g€ Cu(—m,m) derivoituva z:ssa.

Valitsemalla nyt jokaisella N = 2" ja xy € [—m, 7| sopiva h saadaan |Qy(zo + h)| =
2(1=a)n — N1=@ miki on ristiriidassa ehdon (5.18) kanssa. Siis mydskiin g, ei voi olla
derivoituva missaan pisteessa.

Vastaavanlaisella argumentilla voidaan derivoitumattomuus kaikkialla todistaa myos
yleiselle Weierstrass-funktiolle (5.12), missd 0 < b < 1 < a mielivaltaisia lukuja joille ab > 1.
Mutta nyt W (z) ei olekaan enédé periodinen funktio - todistus tarvitsee siis (jatkuvaa)

Fourier muunnosta !  Jos aikaa riittdd, palataan asiaan myShemmin.
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VI. FOURIER SARJOJEN L2-TEORIA

Luvussa IV tutkimme Fourier sarjojen pisteittaistd suppenemista, ja huomasimme, etta

pisteittaisen kayttaytymisen ymmértdminen yleisille jatkuville tai LP-funktioille on varsin

vaikeaa. Paljon helpompaa on osoittaa, ettd Fourier sarjat suppenevat "keskimé&arin".
Kiymme téstd aihepiiristd lyhyesti lipi Fourier-sarjojen L2-teorian, tavoitteenamme

todistaa seuraavat fundamentaalit tulokset:

Jos f € L*(—m,m), silloin

(6.1) o [ Isxrt) — f@Pdr o

—T

eli funktion f Fourier sarja suppenee L2-normin mielessd, ja

o0

(6.2) L[ |f(z)?dr = Z 1f(n)? (Plancherellin kaava)

2 ),

n=—oo

Myés néita tarvitaan Fourier analyysin eri sovelluksissa - seuraavassa luvussa kiytdmme
niitd geometriaan ja lampoyhtalon selvittdmiseen.
Tulemme nikemiin, ettd nimi tulokset seuraavat enemminkin avaruuden L?(—, )

struktuurista kuin jonkun tietyn summausmenetelmén erityisominaisuuksista.

Kuten liitteen luvussa A.1 kerrataan, avaruus LP(—m, 7), 1 < p < 0o, varustettuna nor-
milla || f]|, on tdydellinen, eli siis Banach avaruus. Kun p = 2, k.o. avaruuden geometriasta

saadaan vieldkin tarkempi kuva: Nyt normin méaaraa sisatulo

(63 (o) = o = o [ fe) @ de. (=T,

silla || fl|z2 = v/ ([, f)r2. Huomaa, etté sisétulo on (C)-lineaarinen ensimmaéisen muuttujan
suhteen, antilineaarinen toisen suhteen ja jatkuva kummankin muuttujan suhteen (HT 5).

Tiivistettynd: L?*(—m, ) on téydellinen sisdtuloavaruus, eli Hilbertin avaruus.
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Hoélderin epéyhtilon (A.1.2) nojalla (f, ¢) 2 on hyvin médritelty kaikilla f, g € L*(—m, 7);
itse asiassa téassa tapauksessa epéayhtaloa

(6.4)

: I
el <fleldle a |5 [ rod

1 ™ 1/2 1 ™ 1/2
< (1 2 1 2
< (% JiE da:) (% [ dx)

kutsutaan Cauchy-Schwarzin epdayhtaloksi.

Merkitaan

flg, os (fig)h=0 el %/_Wﬂx)de:o,

ja huomataan (HT 5) Pythagoraan lause

(6.5) If+gllZ: = I1fllz2 + llgllz:  kun  flg.
VI.1. L*-funktioiden Fourier kertoimet. Hilbert avaruuden kisittein tulkittuna,
eksponenttifunktiot

inT

(6.6) en(x) =€, missd x € [—m, 7] jan €N,

muodostavat ortonormaalin jonon (eli ON-jonon) avaruudessa L?(—m, ),

1 L .
mx —imx
(€nym)r2 = Dy e e dx = Opm.

T&lléin funktion f € L?(—n, ) Fourier kertoimet f(n) ovat fm projektioita funktioiden
e, suuntaan ! Nimittain

-~

(fGnLQ_—/ f(z)e ™ de = f(n), n € 7.
Liséiksi ortononormaali jono {e, },en on tiydellinen, s.o. jos f € L*(—m, ) ja
(6.7) fLle, kakilaneZ = f(z) =0 mk x¢€[-nn]

TAmé& seuraa lauseesta Lauseesta 3.16, silli L?(—m,7) C L'(—n,7) Holderin epayhtilon

nojalla.
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HUOMAUTUS 6.1. Koska {e,}nen on ON-jono, darellisille summalle f =" cyey, patee
(i) fi) == (fer  [= Xialae)r]

(W) |fI3: = Do lel? [Pythagoras]
Enta direttomat summat 7!

LAUSE 6.2. (RiESz-FISHER) Olkoot kantavektorit e, kuten (6.6):ssa ja a, € C sellaisia,

etti > o |ax|* < co. Silloin sarja

suppenee avaruudessa L?(—m, ). Toisin sanoen, loytyy f € L*(—x,w) jolle

| f_szsz@kek |z — 0 kun N — oo.

Todistus. Olkoon Sy = ZkN:—N ar ex. Vaitdmme, ettd (Sy)yen on Cauchyn jono avaruu-
dessa L?(—m, 7). Nimittdin kun M > N, Pythagoraan lauseen mukaan [|[Sy — Sy|3. =
13N ciri<ar @ exlliz = 2y cip<nr laxl?, joka — 0 kun N, M — oo, suppenevan sarjan jéén-
nostermina.

Koska L*(—7, ) on tiydellinen normiavaruus, Cauchy jono (Sy)yen suppenee eli 16ytyy

fe L*—m,m),jolle ||f — Snllzz = 0 kun N — oo. O

HUOM: Koska h + (h,g);2 on jatkuva L?(—m,7):n normin suhteen (HT 5), Riesz-
Fisherin lauseessa 16ydetylle funktiolle f pétee

(6.8) flk) = ay, jokaisella k € Z.
Kéaanteiseen suuntaan,
LEMMA 6.3. Jos f € L*(—7,7),

() Tol TP < fI3: = & /7, (@) de [Besselin epayhtéld]

(i1) Yhtasuuruus pdtee (i):ssi < || f — fo:_N f(k) ell3: = 0 kun N — .
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Todistus. 0 < ||f—Z,]§V:_Nf( Jerllze = (f — Zk__ ( )er, f— Z]— Nf( )er ) =

N N

2 (ew )iz — Y (Foep)i2 F) + Zrﬂ 2= 12— D k)

_ j=—N k=—

Tasta identiteetistd molemmat vaitteet seuraavat. [

Olemme nyt valmiita Fourier sarjojen L?-teorian keskeiseen tulokseen, todistamaan pe-

rusperiaatteet (6.1) ja (6.2).

TEOREEMA 6.4. Jos f € L*(—n, ), silloin

~

(i) 5 ) N f@)Pde = 3502 1f())?, ja

Y = fn €n, MISSA sarja suppenee L?-normissa, siis
(it) f=2> 0o Jja supp :

N
If = Snfllez = If = D Fm)eallzs =0, kun N — oo

n=—N

Todistus. Besselin epdyhtdlén mukaan . \fA(n)|2 < 00. Silloin Riesz-Fisherin lause ker-

too, etta sarja

= D flne
suppenee avaruudessa L*(—m, 7). Siis g € L*(—m,7) ja g(k) = (g,ex)r2 = f(k) jokaisel-
la k € Z, vrt. (6.8). Fourier kertoimien yksikésitteisyyden (6.7) nojalla f = ¢ melkein

kaikkialla. Téméa todistaa véitteen (ii). Véiite (i) seuraa silloin Lemmasta 6.3. [
Saamme bonuksena muutaman térkean lisdtuloksen.

LAUSE 6.5. (PARSEVAL) Jos f,g € L*(—m, ), silloin

/f =Y )

n=—oo
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Todistus. Sisétulon jatkuvuuden (HT 5) nojalla (f,g)2 => o (f(n)en, g)r2 =
St f0) (en 9)i2 = 02 () G(n). O

Myo6s jonoavaruus

= {(ar)rez : ar € C, Z |@k‘2 <00}

k=—o00

on Hilbertin avaruus, sen sisitulona on (a,b); = >, _, axby. Cauchy-Schwarzin epiyhtild

< ( 3 |ak|2> N ( 3 |bk|2) N

k=—00 k=—o00

saa nyt muodon

(6.9)

S

kEZ

Tulos seuraa Riesz-Fisherin ja Parsevalin lauseista, mutta sen voi tietysti todistaa myos suo-
raan. Tarkemmin ko. avaruuden ominaisuuksista ja geometriasta on kerrottu esim. Funk-

tionaalianalyysin peruskurssilla.

Yhdistamaélla Lause 6.2 ja Teoreema 6.4 nahdaan, ettd kuvaus

o~

T : L2(—7T,7T> — 2, Tf:= (f(k'))oo

k=—o0
on lineaarinen isometria, s.o. ||Tflle = ||fllz2, ja myds surjektio; Lauseen 6.5 nojalla se

séilyttad jopa sisdtulonkin !

Siis T : L?(—m,7) — £* on lineaarinen Hilbert avaruus isomorfismi.

HUOMAUTUS 6.6. Teoreceman 6.4 voi tulkita myds muodossa

L f@) - Dy s @) P = S FRE f e I(-m).

2 ),
|k|>N
Yhtalossd vasemmalla integroidaan pahasti oskilloivan funktion nelidtd, jota vaikea arvioida

suoraan; oikealla on taas suppenevan sarjan jadnndostermi, joka menee triviaalisti nollaan!
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VII. FOURIER SARJOJEN SOVELLUKSIA II

Esittelemme sitten muutamia Fourier sarjojen L2-teorian (monista) sovelluksista.

VII.1. Isoperimetrinen epayhtélé. Kuinka suuren alueen voi rajata kiayra -, jolla

on annettu pituus L 7

Intuitiivinen ajatus on ettd suurin mahdollinen pinta-ala saadaan, kun v on ympyra; ja
ettd ympyra on ainoa pinta-alan maksimoiva kiyra. Isoperimetrinen epayhtalé vahvistaa

tamaéan intuition.

Mutta kuinka isoperimetrisen epayhtalon voisi todistaa ? Fourier analyysin avulla asiaa
voi lahestyé seuraavasti.

Olkoon 2 C R? alue, jonka reuna parametrisoitu C'-polulla v : [a, b] — 9%,

V(t) = (x(t), y(t)) = x(t) +iy(t) € 00,  t € a,]

(=Y (B

2T
5

Oletamme, ettéd y:n toispuoleiset derivaatat ovat olemassa ja yhtyvét vélin [a, b] padte-
pisteissd; toisin sanoen ettd v € C(a,b). Liséksi oletamme, ettéd 7/(t) # 0 jokaisella ¢ ja

ettd v on Jordan kéyré, s.o. y(a) = v(b) mutta y(t1) # y(t2) kun a < t; <ty <b.
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Kéyréan v pituus L := L(7y) eli reunan 0f2 pituus on

szwwmmzfxﬁwv+www

Kéyran pituus L(7) ei riipu parametrisoinnin valinnasta; jos s : [a, ] — [a, b] on kasvava

C'-funktio ja (t) := v(s(t)), ketjusdénnolld ja muuttujan vaihdolla

B8 B8 b
Mw=/|wMﬁ=/rﬂwmgwﬂz/rﬂMﬂzuw

Voimme siis valita parametriksi kaaren pituuden s € [0, L], eli s = L(7|p,). Silloin
7' (s)] = 1.

| Parametrin vaihto: Oletustemme nojalla I(p) := [’ |7/(t)| dt antaa aidosti kasvavan C'-

funktion [ : [a,b] — [0, L]; valitaan uudeksi parametrisoinniksi s = (=! : [0, L] — [a, b]. ]

Enté alueen 2 pinta-ala ||, kuinka se saadaan laskettua kiyrasta - 7

Tahén tarvitsemme Greenin kaavaa tai Gaussin lausetta eli divergenssilausetta dimen-
siossa d = 2 (ks. O.Martio, Vektorianalyysi, s. 169). Tata varten, jos m(s) on 0€2:n ulko-
normaali pisteessi v(s) = (x(s),y(s)) € 09,

(7.1) n(s) =+ (y'(s), —2'(s)), kun |¥(s)| =1, s€[0,L]. (MIKSI?)

n

Merkki "+" wvalitaan kun  positiivisesti suunnistettu ja "—" kun suunnistus on negatii-

vinen. Edelleen, jos V : © — R? on C'-vektorikentté, divergenssilauseen mukaan
(7.2) / V- -V(z)dedy = / V -nds.
Q o)
Valitaan nyt identtinen vektorikenttd V(z,y) = (z,y), jolloin V - V(2) = 2 ja divergenssi-

lause saa muodon

1
2 = 5

ATRCOREE




Koska Fourier sarjat on mukavinta esittad kompleksilukuja kdyttden, esitetdan yo. viela
kompleksianalyysin kielelld; eli kun v(s) = x(s) + iy(s) ja v'(s) = 2/(s) + iy/(s), saadaan
xy' — yx’ = Im[y/(s) v(s)]. Yhteenvetona

1

(7.3) Q| = 5 = %'Im/o v'(s)(s) ds | .

/0 [ 7/(s) 7(5) ] ds

TEOREEMA 7.1. (ISOPERIMETRINEN EPAYHTALO) Olkoon Q2 C R? alue, jonka rajaa yk-

sinkertainen ja suljettu C-kdyrd, pituudeltaan L. Silloin alueen pinta-ala

L2
Q < —
o < =

missd yhtisuuruus pitee < 082 on ympyrd.

Todistus. Skaalaamalla Q — 78, jolloin |7Q| = 72|Q| ja L(700Q)* = 72L(0Q)? voimme
olettaa, ettd reunan pituus L = 2.

Jos v(s), s € [0, L], on reunan 0f) parametrisointi kaarenpituudella, |7/'(s)| =1 ja

2
1 1oy
(7.4) v € Cy(0,2m), o /. 1Y (s)]?ds = 1.
Voimme nyt kiyttdd Fourier esitystd v(s) = Y 2 ¢, €™, jolloin
Y(n) = ind(n) = incy, n € Z.

Plancherel (6.2) yhdessé ehdon (7.4) kanssa antaa

1 2 0 P oo
(75) 1 EEC RO SRCA I SR e
Toisaalta (7.4) =
27 0
20/ = [t [ (676 ds| = 28] I (4 haan | = 27| (Y inc ),
0

n=—oo
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missd viimeinen identiteetti kiyttad Parsevalin Lausetta 6.5. Saamme siten

(7.6) 20| = 27| > nle,l| < 27 Y nPle? = 27
eli toisin sanoen
(2m)? L?
| ‘ =7 47 47

I[soperimetrinen epayhtélo on siis todistettu. Liséksi yhtdsuuruus pétee (7.6):ssa = ¢, =0

aina kun |n| < n?, eli kun |n| > 1. Ja tilld ehdolla, jos yhtdsuuruus pétee (7.6):ssa,
e = leaal?| = laf® + e’

on siis oltava joko ¢; = 0 tai c_; = 0. Néain yhtdsuuruus pétee isoperimetrisessé epayhtalosséa
vain jos

15

v(s) = co+eie” tai Y(s) = co+coie™™, s € [0, 2m].

Molemmissa tapauksissa reunakiyra on ympyra. [

VII.2. Esimerkki sovelluksista differentiaaliyhtal6ihin. Palataan Johdanto-luvun
lampoyhtaloon, joka esiteltiin Esimerkissd 1.2. Kuten sielldkin, tarkastelemme l&mmon
johtumista tangossa, jonka pituus on L. Merkintdjen yksikertaistamiseksi oletamme, et-
ta L = .

Tangon padtepisteissd = 0 ja x = 7w vaaditaan, ettd lampdtila on koko ajan 0°, ja

lisiksi oletetaan ettd alkuhetkelld t = 0 tangon ldampojakauma on f(z), 0 < x < 7.

Tehtavana on siis maarata lampojakauma u(x, t), hetkelld ¢ ja pisteessd x € [0, 7], kun

tiedetadn, ettd u toteuttaa yhtalot

(7.7) oz, t) = co0u(w,t), x € (0,7, t >0,
(7.8) uw(z,0) = f(x), x € [0,7],
(7.9) w(0,t) = wu(mt) = 0, t>0.

Selvitetdan ratkaisu useassa vaiheessa ja samalla myos ratkaisun luonnetta vahan pohtien.
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1°)  Ennenkuin edes aloitamme ratkaisun hakemisen, meiddn on péétettava ainakin seu-
raavat asiat:

(i) Mité tarkoitetaan derivaatoilla yhtalossa (7.7) 7

Lampoyhtélon tapauksessa voimme vaatia ettd dyu(x,t) ja 0u(x,t) ovat olemassa ja
jatkuvia V¢ > 0 ja x € [0, 7], vélin padtepisteissd derivaatat tietysti vain toispuoleisia;

merkitdan

(7.10) u(-,t) € C*0,7] Vt>0, wu(x,-)eC0,00) Vael0n]
HUOM: Esim. aaltoyhtélolle 92u = ¢ 92u vaatimus (7.10) olisi mahdoton, jos alkuarvolla
f(z) on singulariteetteji. Diff. yhtdlo on silloin tulkittava heikkoina ratkaisuina tms.
(ii) Mita oletetaan alkuarvosta f(x) ?

Vaadimme, ettd f > 0 [luonn. fysiikan vaatimus| ja ettd f € L?(0,7) [lievd oletus f:sté.

Saamme uuden kysymyksen:
(iii) Mité tarkoittaa ehto u(x,0) = f(z) 7 Eli missa mielessé u(z,t) — f(x) kun ¢t — 07

Vaaditaan
(7.11) / lu(z,t) — f(z)]*dz — 0, kun ¢ — 0.
0

eli halutaan ettd wu(-,t) — f L?*-normin mielessé, kun ¢ — 0.

Seuraavana vaiheena selvitetaan:

2°) Ratkaisun yksikésitteisyys. Jos uj ja ug yhtéldiden (7.7) — (7.9) ratkaisuja, jotka

toteuttavat kohdan 1°) vaatimukset, olkoon silloin
Vo= U — U = o(-,t) € C*0,7] C L*(0,7) VYt>0.
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Kéyttéaen ehtoa (7.11) ja Minkowskin epayhtdlod saadaan "energia"integraalille
(7.12) E(t) ::/ lv(z,t)|*dz — 0, kun ¢ — 0.
0

Oletus (7.10) taas kertoo, ettd E(t) on jatkuvasti derivoituva, kun ¢ > 0; siispé

%E(t) :/ 8tv(x,t)2dx:2/ v(x,t) Ow(x,t) d:U:2co/ v(x,t)02v(x,t) dr
0 0 0

kun sovellamme yhtélod (7.7). Nyt voimme integroida osittain, jolloin saadaan

™

d
—B(t) =

0

o( )Du0 (-, £) — 2¢ /Oﬂ 00(a, 1)) da

4Et) <0, elit— E(t)

Koska sijoitustermi hividé oletettujen reunaehtojen (7.9) vuoksi, %

on vihenevi. Mutta 0 < E(t) — 0 kun ¢ — 0, mikd antaa yksikésitteisyyden,

E(t)=0 = w(z,t) =us(z,t), xe€][0,7], t>0.
Yleisemminkin, yo. energia-estimaatit ovat tyypillisid parabolisille diff. yhtélgille, joiden
prototyyppi limpdyhtild on. Toisaalta tdmé#n argumentin kautta myos alkuarvon L2-oletus

ja tulkinta (7.11) tulevat luonnollisiksi.

3°)  Dirichlet ominaiskanta operaattorille T'g := ¢”.  Jos

(7.13) geC0,7] ja g(0)=g(m)=0
kuten reunachdossa (7.9), jatketaan g(z) vélille [—m, 0] peilaamalla, s.o. vaatimalla
g(=z) = —g(x),  z€[-m 7]

Silloin g on pariton ja yhd g € C'[—m,w] (MIKSI ?). Erityisesti, g voidaan kirjoittaa

(pisteittédin suppenevana; muista Dini-ehto) sarjana
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(7.14) g(x) = Z et = ZA sin(nx)

missi A, = 2ig(n) = 2 [ g(x)sin(nz)der (vrt. HT 1/Teht. 3). Kééintéen, jokainen termi
A, sin(nz) summassa (7.14) toteuttaa ehdot (7.13). Siis (7.14) on luonnollinen tapa
esittéd vilin [0, 7] C'-funktioita, joille péitee reunaehto g(0) = g(m) =0 !

Tamaé havainto voidaan asettaa yleisempéén yhteyteen seuraavalla tulkinnalla: {sin(nz)},>1
on operaattorin T'g := g” ominaiskanta Dirichlet reuna-ehdoilla g(0) = g(mw) = 0, avaruu-

dessa L?(0, 7). K.o. Fourier kannalle piitee seuraava Plancherelin lauseen versio.

LEMMA 7.2. Jos f € L*(0,7) ja merkitiin = 2 [ f(z)sin(nz) dz, n > 1,
stlloin

/07r |f(z) — ZAn(f) sin(na)|?dzr — 0

ja
2 [T >
2 [ i@k = S0
0 n=1
Todistus. Laajennetaan f peilaamalla vilille [—m, 7], eli asetetaan f(—z) = —f(z), ja

sovelletaan laajennukseen Lausetta 6.4; yksityiskohdat (HT 6). O
[HUOM: Periaatteessa L*(0,7):ssa voisi kiyttad myos téaydellisti ON-kantaa {€*"*},cz,
mutta se ei ota huomioon reunaehtoa g(0) = g(7) = 0, ja siksi tarvittavista laskuista ja

arvioista tulisi paljon hankalampia. |

4°)  Yleisen ratkaisun etsiminen yhtélolle (7.7). Etsimme lampoyhtélolle ratkaisuja, joille

x — u(x,t) kuuluu luokkaan (7.13). Yo. keskustelun mukaan sellaisten pitéisi olla summa

funktioista
(7.15) un(z,t) = A, (t) sin(nz).
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On jarkevad vaatia, ettd kukin tekija w, erikseen toteuttaa lampdyhtalon - menetelméa
kutsutaan muuttujien separoinniksi. Sijoittamalla (7.15) lampoyht&l6on ndhdéén, etté ker-

toimien A, (t) tulee toteuttaa differentiaaliyhtilo A’ (1) = —con? A, (t), misti
An(t) = A (0) e @™t t>0.
Jokainen u,, toteuttaa (7.7):n = saman pitéisi toimia summalle

(7.16) u(@,t) =Y un(x,t) ~ Y Ay (0)e " " sin(nz).

Mutta mistd saamme kertoimet A, (0) ? Ne antaa alkuehto u(z,t) — f(z) kun ¢t — 0,

kunhan sovelletaan Lemmaa 7.2 ja kehitetdén f sarjana

(7.17) flz) = ZA” sin(nx), missé A, = A.(f) = %/Oﬂ f(z)sin(nz) dx.

Maaritelladn nyt:

(7.18) u(z,t) = iAn(f)e_CO"Qt sin(nx), t>0, z€l0,n].
n=1

5°)  Kaavan (7.18) funktio on etsitty ratkaisu. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi olete-

taan, ettd ¢y = 1; tdhén voi aina padsta aikaa skaalaamalla.

(i) Lemmasta 7.2 seuraa, ettd kun ¢t > ¢, > 0 ja k € N,
71 A k_—n?t < k _—n2ty < C
(7.19) sup [An(f)|[n]"e™™ " < || f[|z2 sup |n["e < Gy < o0,

joten sarja (7.18) suppenee kaikkine derivaattoineen tasaisesti joukossa
{(z,t) : x € [0,7],t > to}. Erityisesti u(x,t) hyvin mééritelty, jatkuva ja jopa

C°°-funktio joukossa [0, 7] x (0, 00).

(ii) Reunaehdot u(0,t) = u(m,t) = 0 toteutuvat, silld tasaisen suppenemisen vuoksi

voimme sijoittaa x = 0 ja & = 7 suoraan kaavaan (7.18).
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(iii) Samoin tasaisen suppenemisen vuoksi voimme vaihtaa summauksen ja derivoinnin
jarjestysta,

(e 9]

Oru(x,t) = Z —n2 A, (f)e e = 9P u(a,t), Vt>0, xze€|-mmnl,

n=—oo

eli funktio u(x,t) todellakin toteuttaa lampoyhtalén, kun ¢ > 0.

(iv) Jéljelle jaa viela alkuehto (7.8), joka siis tulkitaan muodossa (7.11). Tdmé& seuraa
helposti; funktion z — u(z, t) Fourier kertoimet kannassa {sin(nx)},>1 ovat A, (f)e """

)

joten Lemman 7.2 mukaan

luCt) = flieom = D [AH) Ple™ = 1P

n2
< D NANP + D AN P A=)
In|>N In|<N
Ensimmainen termi < ¢ kun N riittavén suuri; ja kun NV kiinnitetty, jalkimmé&inen
tekijd < e kun t = ¢(N) riittavin pieni. Niilld valinnoilla ||u(-,t) — f||? < 2¢ kun

L2(0,m)
0<t<d.

Lampoyhtélolle on néin loydetty yksikésitteinen ratkaisu halutuilla reuna- ja alkuarvoilla

(7.7) - (7.9). O

HUOMAUTUS 7.3. Edelld esitetty argumenttimme yhdistettynd Planchereliin/Lemmaan 7.2

ndyttaa, ettd lampoyhtdlon ratkaisulle (7.18) on

2 [T -
—/ u(z,t)Pde = Y AP = 0, kun t— .
™ Jo

n=-—o00
Talla on selvd fysikaalinen tulkinta; ldimpé karkaa tangon molemmista pdistd, joista sitd

jaahdytetadn [u(0,t) = u(m,t) = 0], ja siksi tanko jaahtyy lopulta kokonaan.
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Seuraava havainto antaa vield syvemmaén tai tarkemman kuvan ratkaisun u(z,t) luon-

teesta. Kaavan (7.18) mukaan

= ZAn(f)e "t sin(nz) Z / F(y) sin(ny) dy e=™* sin(nz)
n=1

2 [T 2y . 2 [T
=;/1@42} tWWM$MMJ@F=;/f@&@wM%
0 ot 0
missa
(7.20) Ki(z,y) = Ze’"zt sin(ny) sin(nx), 0<z,y<m 0<t,
n=1

on lampéydin (engl.: Heat kernel) Dirichlet reuna-arvoilla.
[MIKST yll& saattoi vaihtaa summauksen ja integroinnin jarjestyksen ?|

Taas K;:ta esittéva sarja suppenee derivaattoineen tasaisesti kun ¢t > t5 > 0, joten
Ky(z, y) on jokaisen (kolmen) muuttujansa suhteen C*°-funktio; ja esityksestd wu(z,t) =

2 fo y)Ki(z,y) dy kaikki uw:n ominaisuudet nopeasti seuraavat.

Enté jos halutaan luopua nolla reuna-arvoista tangon [0, 7] pdissi ja vaatia esim. ettd
u(0,t) = a ja u(m,t) = b jokaisena ajanhetkend ¢ > 0 7

Merkitédén nyt fo(z) = bZ + a(l — £) sekd asetetaan

wart) = ole)+ = [ (1) = folw)] Kol

joka on etsitty ratkaisu (MIKSI 7).

Vaikka ylla saatiin varsin hyva kuva lampdyhtalon ratkaisuista, useampikin luonnollinen

kysymys jai viela avoimeksi:

Kysymys 7.4. Jos (7.8):n alkuarvo f(x) on jatkuva vdlilli [0, 7] ja f(0) = f(7w) =0, onko
silloin u(z,t) — f(x) jokaisessa pisteessi x € [0, 7] kunt — 0 ¢
Eli voidaanko talldin u laajentaa jatkuvasti reunalle {t = 0} asti ? Silloin alkuehto

u(x,0) = f(x) olisi voimassa tavallisessa pisteittiisessi mielessd.
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Kysymys 7.5. Entd jos f € L*(0,), voiko normikonvergenssin (7.11) parantaa ehdoksi

u(z,t) — f(z) melkein kaikilla x € [0, 7] ¢
Niita kysymyksid varten meiddn on ymmarrettéva operaattorin

2 ™
- t\ &L, d
Fro 2 [ Ko S0 dy

jalampoytimen K;(z,y) kiytostd kun ¢ — 0. Kéy ilmi, etté (geometrisesti luonnollinen) Di-

richlet lampdydin Ky(z,y) on mukava korvata periodisella lampoytimelldy 2 e~ nt ginag—iny

n=—oo )

jonka toiminta palautuu konvoluutio-operaatioksi. Asetetaan

(7.21) Hi(z) = Z e~ eine
Silloin (HT 6, Tehtévé 1) osoittaa, etté
2 ™
(Ht*f)(x) = %/ Kt<x7y) f(y) dy7 kun f S Lz(_ﬂ-77r) pariton ja LS [077T]‘
0

Kysymykset 7.4 — 7.5 palautuvat nédin ytimien {H,},~o ominaisuuksien selvittdmiseen !

Siis:
Onko {H¢}i~o perhe hyvid ytimié ?

Keskiarvo - [* Hy(z)dz =1 (MIKSI ?), mutta muut hyvien ytimen ominaisuudet ovat
vihemmaén selvia. Valilla [0, 7] funktio u(x,t) = (H; % f)(z) kuvaa lampdjakaumaa ja siksi
tulisi olla H;(z) > 0, mutta tatd on vaikea osoittaa suoraan sarjasta (7.21).

Hieman yllattéen, positiivisuuteen kuin myos useampaan muuhun lampdytimen omi-

naisuuteen tarvitaan R:n jatkuvaa Fourier muunnosta !

Palataan siksi yo. kysymyksiin uudestaan kurssin loppupuolella.

69



VIIIL DISKREETTI FOURIER MUUNNOS (DFT)

Numeriikassa, signaalin késittelyssa tai monissa muissa kaytannon Fourier-sovelluksissa tar-

vitaan diskretisoitujen funktioiden Fourier-muunnoksia.

ESIMERKKI 8.1. Jatkuva-aikaista signaalia x(t) approksimoidaan tai simpldtddn diskreet-

tiaikaisella jonolla (zx)rez,
vy 22y, T, Lo, T1, T2, T3, - - -

Sopivin oletuksin (vrt. C*°-funktioiden Fourier sarjat tai L?-teoria) luvut ovat jonkun funk-

tion Fourier kertoimet. Signaalille saadaan silloin taajuusesitys
X(w) = Zazke“’“, w € [0, 27].

[Tarvittaessa voidaan myds valita vaikkapa w € (wo—,wo+ ) tarkasteltavaksi taajuusvé-
liksi.] Kéytannon tilanteissa hallitaan tai voidaan késitelld kuitenkin vain dérellistd madraa

taajuuksia, esim. taajuudet w; = %27@ 7=0,1,...,N —1.

KYSYMYS: Kuinka voimme rakentaa naistd taajuuksista Fourier analyysin, joka antai-
si signaalille hyvén ja tehokkaan approksimaation ? Tilanteen analysoimiseksi tarvitaan

Diskreetti Fourier muunnos.

Taajuudet

muodostavat (Abelin) ryhmén. On siis hyvd rakentaa Z(N):n Fourier analyysi ryhmé-
rakenteen kanssa yhteensopivaksi ! (Muista téssé eksponenttifunktioiden homomorfismi-
ominaisuudet, joista puhetta mm. muistiinpanojen sivuilla 1-2.)

Mietitddn ensin muutamia sopivia realisaatioita ko. ryhmalle.
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Ryhmé Z(N). Merkitdsin n := e*™/N. Jos z € C ja 2V =1 (eli 2 on jokin ykkosen N:s

juuri), silloin z = €2~ = 7 jollakin k € {0,1,..., N — 1} (MIKSI ?). Siis

N=1& 2€Z(N) = {1,62”%,...,62””1\71} = {:k=0,1,...,N—1}.

Huomataan: 1
z, w €EZ(N) = zw€Z(N), —€Z(N) ja 1€Z(N).
z

Siis ykkosen N:mnet juuret Z(N) muodostavat syklisen ryhmén, virittdjing n = e>™/N.

Yo. ryhmé on C\ {0}:n aliryhmé, kompleksilukujen tulon suhteen.

Z/uz

>k

Ryhmé Z/NZ. Kun asetetaan Z:n ekvivalenssirelaatio

xr~y < r=y (mod N) eliz—y € NZ,

ja merkitddn [x] = {n € Z : © ~ n}, saadaan [z + y] = [z] + [y] ja edelleen ettd Z/NZ :=
{[k] : k € Z} on ryhmé yo. yhteenlaskun suhteen.
[Algebran kurssilta: Z/NZ := Zy jaannosluokkaryhmé (modulo N).|

LEMMA 8.2. Kuvaus [k] — ¢*™~ on ryhmi-isomorfismi Z/NZ — Z(N).

Samaistetaan Z/NZ = Zy = Z(N). Ko. ryhmien funktioille ehto F(k) = f(e2'~) antaa

luonnollisen vastaavuuden

F:Z/NZ—-C +« f:Z(N)—C.
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KYSYMYS: Kun teemme Fourier analyysid Z(N ):sséd, mitkd ovat eksponenttifunktioiden

e luonnolliset vastineet ? Halutaan vastineet ainakin seuraaville perusominaisuuksille:
(i) {e"*} ez on ON-kanta avaruudessa L?(—m, ).
(ii) Trigonometriset polynomit {32*__ aze™*} tihedssi L?(—m, ):ssi.
(iii) em(@Y) = emreiny,
MAARITELMA 8.3. Asetetaan ey : Z(N) — S! kaavalla
eo(k) = 2N = n*, kun k,0=0,1,...,N —1; tdssin = 2™

[muista samaistus Z(N) = Z/NZ]. Selvésti e;(k + m) = ey(k)es(m), eli vaatimus (iii)
tayttyy. Entd (i) ja (ii) ?

Huomataan, ettd V = Vy = {F : Z(N) — C} on C-kertoiminen vektoriavaruus,
sisdtulona
N—1
F(k) G(k
k=0

1/2
ja siten normina ||F|| = (Z LIF(k)| ) . Erityisesti, V ~ C".
LEMMA 8.4. Perhe {eg,e1,...,en_1} on ortogonaali avaruudessa Vi,
(efaem) = Né@,m

Todistus. (es,em) = Yorcg (k) em(k) = S n®nfm = S0 pHm™) ) mistd

nahdéén ettéd (eg, €,) = N kun £ = m, ja

=z

-1

(eb em) = n
0

by _ L=
g

>
Il

mikili ¢ # m (MIKSI?). O
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Erityisesti, koska dimV = N = {\j—%, cee eN]‘Vl} on V:n ortonormaali kanta. Silloin

jokainen F': Z(N) — C voidaan esittdd summana
N-1

(8.1) F::}j(ﬂé%)j%

n=

MAARITELMA 8.5. Funktion F : Z(N) — C Fourier kertoimet ovat

82 F(n) = (Fea) =

-nk

F(k)e ™'~ | n=0,1,...,N —1.

°

Voimme néin tulkita (8.1):n seuraavassa muodossa

LAUSE 8.6. Jos F : Z(N) — C mielivaltainen funktio, silloin F = YY"V F(n)e,. Siis

n=0
N-1 N-1 .
(8.3) F(k) = Y F(n)eyk) = Y Fn)e’™~,  k=01,...N-1
n=0 n=0
Lisdkst Plancherelin lause pdtee,
N-1 =
P = L 3
|F(n)] v 2 |[F(E)]
n=0 k=0

Todistus. Ensimméinen viite seuraa kaavasta (8.1). Plancherelin lause taas seuraa Lem-

masta 8.4, silla sen mukaan

=

|F(k)]> = (F,F) = (Z F(n)eq, » F(l) ) =N |F(n). O
l n

n

B
Il

0

Kaavat (8.2) - (8.3) antavat systemaattisen tavan tehda diskreettid Fourier analyysia.
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VIII.1. Nopea Fourier muunnos (FFT). Diskreetin Fourier muunnoksen numee-
risissa implementoinneissa, kun funktio F' : Z(N) — C eli luvut F(0), F(1),...,F(N —1)

on annettu, Fourier kertoimien

2

Fk)e %, n=0,1,...,N—1,
0

(8.4) Fln) = %

£
I

suoraviivainen laskeminen vaatii liikaa laskutoimituksia; ensin N — 2 kertolaskua jotka
., N — 1} kohden N+1
kertolaskua ja N-1 yhteenlaskua, siis yhteensi laskutoimituksia on 2N? + N — 2 = O(N?)

antavat luvut e‘zmkﬁn, ja sen jalkeen jokaista indeksid n € {0,1,..

kappaletta.

Nopean Fourier muunnoksen avulla laskunopeutta voi huomattavasti parantaa.

LAUSE 8.7. Jos N = 2", n € N, silloin funktion F' : Z(N) — C Fourier kertoimet voi

laskea

4N logy(N) = O(Nlog N)

laskutoimituksella.

Todistus. Otetaan kiyttoon merkinnét

aY(F) = F(k), kun F:Z(N) - C,
ja wy = e 27w Silloin w2, = 2™z = W,
Kun F': Z(2M) — C, asetetaan funktiot Fy, Fy : Z(M) — C seuraavasti,
Fo(r)=F(2r) ja  R(@)=F@2r+1), r=01,...,M-1

Ehdon (8.4) nojalla

aM(F) = i Z F(rywhr = 3 (M ZF (2¢ wéc%Jr_ ZF 2m + 1w (2m+1)>

=0
(8.5)

11 ¥ — 1
=3 (M Fo(O)uhy + 57 2 Film)wsy w’5M> =5 [ (Fo) + wha o (F1)] -



Olkoon sitten # (M) (pienin mahd.) lukuméiri laskutoimituksia, joilla kertoimet a voi-

daan laskea, Kk =0,1,..., M — 1. Silloin
(i) Luvut w¥%,, saadaan 2M kertolaskulla (téstéd saadaan myds wy = w2,,).
(i) Niinpa laskut (8.5) = #(2M) <2M +2#(M) +3-2M = 2#(M) + 8M.

(iii) Véitdmme, ettd #(2") < 4n2"; tdmé todistetaan induktiolla:
Kunn=1,eli N =2,
1

ag (F) = 5 (FO)+ F(1)), o' (F) = 5(F(0) = F(1)),

ja ko. luvut saadaan 5:114 laskutoimituksella, missd 5 < 4-1-2' = 8.

Jos induktio-oletus toimii indeksille n — 1, eli #(2"!) < 4(n — 1)2"!, silloin kohdan
(i) avulla nihdddn etti #(27) < 2#(271) + 8- 201 < 4(n — 1)2" + 4 - 27 = 4p 2",
Induktiotodistus on siis valmis, ja niinpd #(N) <4 N logy(N), kun N =2". O

Yo. laskut my6s antavat eksplisiittisen algoritmin

1
ai(F) = 5 [of (Fo) + Wiy (R)], k=0,1,....2M = 1; M =2",

Fourier kertoimien laskemiseen. Téssé huomaa, ettéd ap! (E;) = apl ,,(F;), j =0, 1.

VIII.2. Fourier analyysista darellisilld ryhmilla. Jos G on aérellinen Abelin ryh-

mé (eli dérellinen kommutatiivinen ryhmé), G:n funktiota
e:G = St ={zeC:|z|=1}

kutsutaan G:n karaktddriksi jos e(gh) = e(g)e(h) Vg, h € G (eli jos e: G — S' ryhmého-
momorfismi). Merkitddn

G = {e:G —S" karaktiiri }

ja kutsutaan G:ti ryhmén G duaaliryhmdksi; se on ryhmaé pisteittdisen kertomisen suh-

teen.
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Seuraavaksi asetetaan vektoriavaruuteen V = {f : G — C funktio} sisdtulo

1
(f,h) = me(a)h(a),

acG

ja funktioiden f : G — C Fourier muunnokset kuten kaavassa (8.2);

(3.6) F:GocC flo)=(fe) = ﬁiﬂa)%

aceG

LAUSE 8.8. Jos G on ddrellinen Abelin ryhmd, silloin duaaliryhmd G on vektoriavaruuden

V' ortonormaali kanta. Lisdksi jokaisella f : G — C,

> fle)e

~
I

Jja

@Dﬂaw = Y1

acl ecG
Sivuutamme todistuksen — se 10ytyy esimerkiksi Stein - Shakarchin kirjasta, Luku 7.2.

Lopuksi, jos G on &dérellinen ryhmé mutta ei endé kommutatiivinen, karaktéérien joukko
ei endd riita Fourier analyysin perustaksi — tdlloin karaktdarit tulee korvata ryhmén G

esityksilld, homomorfismeilla

e:G — L(W)

missd W on (&érellisulotteinen) vektoriavaruus ja L(W) sen lineaarikuvausten ryhmé (ku-
vausten yhdistdmisen suhteen). Télld tavalla Lauseelle 8.8 saadaan vastine kaikkiin &érel-
lisiin ryhmiin, Plancherelin identiteetti mukaan lukien. Ja nk. Haarin mitan avulla sum-
maus (8.6):ssa voidaan korvata integroinnilla, jolloin Fourier analyysid péaédstadn tekeméédn

jatkuvilla ryhmilla, kuten Lien ryhmilla ...... mutta tdméa on jo oma tarinansa !
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IX. JATKUVA FOURIER MUUNNOS R%:SSA

Kurssin toisen osan tehtédvanad on rakentaa Fourier analyysi, joka soveltuu funktioiden
f : R4 — C analysoimiseen.

Mika olisi tdhén paras ldhestymistapa ? Luvun VIII ajatusten mukaisesti, Fourier ana-
lyysi (yleensiikin) pyrkii esittiméin funktiot karaktéirien avulla. Mitki silloin ovat R :n

karakt#iirit, s.o. funktiot g : R? — S! = {z € C : |z| = 1} joille

(9.1) 9@ +y) =g(x)g(y), =yeR™

Jos oletamme, ettd g on my6s jatkuvasti derivoituva (voi néyttad, ettei tdmé ole rajoitus),

silloin derivoimalla (9.1) saadaan

0 0
9@ +y)=g9x)5—9Y),
ool -+ ) = o(a) 50y
josta kun y — 0, %(x) = a; g(z), missé a; = g—i(O), j =1,...,d. Integroimalla ndma

differentiaaliyhtdlot pitkin paloittain koordinaattiakselien suuntaisia polkuja saadaan
g(x) = Ce™¥1em®2 ... gld¥d T = (x1,...,14) € R

Mutta (9.1) = g(0) = ¢(0)? ja g(0) # 0, joten g(0) = 1 ja siis C' = 1. Koska |g(z)| = 1, on

a; =i&;, missd € = (£1,&, ..., &) € RY Siis R%:n karaktédrit ovat (tdsmilleen !) funktiot

d
(9.2) g(z) = e'&®, £ € RY, missd £ -z = Zgjxj.

j=1
Huomaamme, etté erona periodiseen tapaukseen, jossa Z parametrisoi karaktarit e,

nyt karaktéifireji on jatkumon verran ja ne parametrisoidaan vektoreilla ¢ € RY. Téméin

vuoksi Fourier sarjojen summaus pitdi vaihtaa integroinniksi (yli R%n). Haluamme siis

esittdd funktiot f : R? — C hajotelmana

(9.3) flx) = W (&) e de, missa d§ = d&d€y - - - d€y.

Rd
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Y14 integrointi siis d-ulotteisen Lebesguen mitan suhteen. Riittdd endd selvittdd misté
saadaan kertoimet W (¢). Kéy ilmi, ettd ndmé saadaan Fourier muunnoksena f:std (kuten

vast. periodisessakin tapauksessa), W (¢) = f(£), jolloin (9.3):n Fourier hajotelmasta tulee

fla)= [ Fleyeede.

-~

Mutta timin todistaminen (ja tulkitseminen silloin kun f(&) ¢ L'(R?) !) vaatii valmiste-

levia tarkasteluja. Lahdetédédn siksi liikkeelle perusmaaritelmastas:

IX.1. Jatkuvan Fourier muunnoksen perusominaisuudet; L'-funktiot.

MAARITELMA 9.1. Olkoon f € L*(RY), d > 1. Silloin f:n Fourier muunnos, merkitddn

f tai Ff, on funktio

~

(9.4) FIE) = f&) = Rdf(x) e *dr,  eR’

~

Huomaa, ettd |f(x)e 7| = |f(x)| € L'(RY), joten Fourier muunnos f(¢) on hyvin

midritelty nyt jokaisella ¢ € R Tissi on olennaista, ettd f € L'(R?).

Uutena erona periodiseen tapaukseen, esimerkiksi kaavan (9.4) integrointi ei olekaan
enid madritelty kaikilla f € L2(IR%). Siksi L>-funktioiden Fourier muunnos tulee vaatimaan

-~

uuden tulkinnan, ja silloin yleiselle L2-funktiolle, Fourier muunnos f(£) on mééritelty vain

melkein kaikkialla !
Entd jos f € LP(RY), 1 < p < oo ? Tai jos f € L>®(R?) ? Palaamme niihin kaikkiin

kysymyksiin myohemmin.
Léhdetaén sitten selvittdmaédn Fourier-muunnoksen perusominaisuuksia.

LAUSE 9.2. Olkoon f € L'(R?) ja a € R%.
(i) Jos g(x) = flz+a), silloin G(&) = ™€ f(&), £eR™
(i) Jos g(z) = €° f(x), silloin G(€) = f(€—a), £eRL



Todistus. Kohdassa (i) muuttujan vaihto antaa (&) = [pu f(z4a) e *¢%de =™t [L, f(x) e *¢" da.
Kohta (ii) saadaan vastaavasti, §(§) = [p. f(2) e 47 e dx O

Toisin sanoen, Fourier muunnos muuttaa translaation karaktaérilla kertomiseksi ja pain-
vastoin. Téllaisia duaalisia operaatioita tai Fourier muunnos symmetrioita on monia mui-

takin, kts. alla.

LAUSE 9.3. Jos f, g € LY(R?), silloin konvoluutio f x g € LY(R?) ja

(Fx9) () = fOTE), &R
Todistus. Konvoluution kuuluminen avaruuteen L'(R?) kerrataan Appendix-luvussa, vrt.

(A.1.4). Konvoluution Fourier muunnoksen taas voi laskea Fubinin lauseen avulla,
F9© = [ e[| ooy iz
Rd Rd

- / e [ et aday = Foge. o

Kun Fourier muunnos muuttaa konvoluution tuloksi, onko téllakin operaatiolla kaan-
teinen versio, so. onko tulon Fourier muunnos konvoluutio? Pulmana on tietysti se etta
f(x)g(z) ¢ LY(R?) joillakin L!-funktioilla f ja g, eiki tulon Fourier muunnosta voi sik-
si ottaa ainakaan téssé yhteydesséd. Palataan kddnteiskysymykseen tilanteissa joissa tulon
kanssa voi operoida.

Muita esimerkkejd perusominaisuuksista ja symmetrioista:

LAUSE 9.4. Olkoon f € L*(R?).
(i) Jos g(z) = f(==), silloin G(&) = f(5).

(i) Jos g(x) = Lf(%),t>0, silloin G€) = f(tE).

&=
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~

(iii)  Jos |z|f(x) € LY(RY), silloin f(£) € CHR?Y) ja

—
-~

(©.5) a%f(é‘) — (Siz,f) (€)

(iv)  Jos |f(x)| < ﬁ ja 0;f € C(RY)NLYRY), j=1,...,d, silloin

or

(9.6) o O = 161,

Todistus. Kaksi ensimmaisté vaitetta jatetddn harjoitustehtaviksi. Kolmannessa derivaat-
tojen jatkuvuus seuraa Riemann-Lebesguen lemmasta, Lauseesta 9.5 alla; osoitetaan téssa
derivaattojen olemassaolo ja identiteetti (9.5):

Kun h € R, h # 0,

~ ~

he;) — —iz-(E4hej) _ —iwE iagh g |
Fig+hes) = Jie) _ [ e /Rde_Tjh(_mj) g

Té&ssa ‘
e tmh —1 iz . 1/md
—| <1, ‘e ‘El ja z;f(x) € L'(R?).

—Z$Jh
Voimme siis ottaa raja-arvon h — 0, ja dominoidun konvergenssin lauseen nojalla vaihtaa
raja-arvon ja integroinnin jarjestyksen. Tamé todistaa (9.5):m.

Viimeiseen viitteeseen (iv) kiytetdin osittaisintegrointia. Koska 9;f € L'(R?),

af ;)
ofr (&) = lim e tmt of dx,
Ox; R—o0 [ B(0,R) Ox;
misséa
L Of o , .
e it L dy = / — (7' f(x)) dx +/ i&e” " f(x) du.
/B(O,R) 5’%’ B(0,R) 5’%’ ( ( )) B(0,R) ’ (
Stokes’'n kaavan mukaan
0 4 - C
— ('€ f(x)) dx| = / e () e; - vdo| < L il 0,
/B(O,R) Ox; ( f@) 2B(0,R) f@)e; 1+ [R4
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kun R — oo. Tésséd o on pallon pintamitta (d — 1 ulotteinen Lebesguen mitta) ja v(x)
ulkonormaali pallon pinnan pisteessa x. Viimeiselle termille taas

lim i&e " flx)de = i& f(€)

R—o0 B(O,R)

ja véite (iv) on néin tullut todistetuksi. [

Enté millainen on L!-funktion Fourier muunnos ?

LAUSE 9.5. Jos f € LY(R?), silloin

-~

. (&) on jatkuva R :ssd,

o supeepa [F(O)] = 1 flloo < I flliraay = fou |f ()] da

-~

° (&) = 0 kun [£] - (Riemann-Lebesquen lemma,).

Todistus. Koska |f(¢) = |fpa f(@) e da| < [ou|f(@)|de = || f|lge, keskimméinen
viite pitee. Jatkuvuuteen, jos jono fn — ¢, arvioidaan |f(z)e ¢ *| < |f(2)| € L'(R?) ja
silloin dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa

-~

lim f(&) = lm [ fa)e o de = [ fa)e €0 dn = F(©).
R4

n—00 n—00 Jpd

Jéljelle jéiéi Riemann-Lebesguen lemman osuus. Téhén, kullakin ¢ € R?\ {0} merkitdin

W= we = |£\ € St Koska '™ = —1,
f©) = | fla)e 7 de = — f()‘“”7%0m:— fla+ ) e i du
R R N
Siten

L= seent] ea] < [ |- sl a0

kun || — oo; téssd olemme hyddyntéineet reaalianalyysia, Appendixin Lausetta A.1.1. O
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HuoMmAUTUS 9.6. Jos mddritellddn
(9.7) Co(RY) :={f : R = C jatkwva, ja f(y) — 0 kun |y| — oo}

silloin. Co(R?) varustettuna normilla || fllc = supyera|f(y)| on tiydellinen, so. Banach
avaruus (Harjoitustehtéva).
Talld merkinndlld, vrt. Appendiz A.2, voimme tulkita Lauseen 9.5 muodossa:

Fourier muunnos on jatkuva lineaarinen operaattor:

(9.8) F: Ll(Rd) — CO(Rd), ja operaattorinormi || F|| < 1.

Itse asiassa (Harjoitustehtdvé), yo. avaruuksissa pétee || F|| = 1.

IX.2. Kaanteinen Fourier muunnos. Téssa osaluvussa osoitamme, ettd mikali mo-

lemmat f € L'(R?) ja Fourier muunnos fe LY(RY), silloin

(9.9) fl@) = = [ Feeerde,  wer
(2m)?¢ Jga

Toisin sanoen, Fourier muunnoksen kidénteisoperaattori on itsekin Fourier muunnos, muut-
tujan etumerkkii ja tekijai (2m)9 vaille | (F‘lf)(x) = (2m)¢ (.Ff)(—:c)

Todistuksen ideana on ensin osoittaa (9.9) jollekin (konkreettiselle) funktiolle g. Sité
skaalaamalla ja konvoloimalla péistiain sitten kisiksi yleisiin L-funktioihin.

Funktioksi g on monia hyvia valintoja; ehké kaikkein mukavin on kuitenkin gaussinen

tapaus,
(9.10) g(z) = e (= e, z € R%

Selvisti seké g, |z|g € L'(R?) ettd 9,,9 € L'(R?) ja [g(x)| = g(z) < C(1 + |2|*)~". Silloin
Lauseen 9.4 mukaan g € C1(R?) ja

a/\ —

a5, 9 = (—iz;g) (§) = i/Rd eI6 (—y) e de
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= 1 71§:pi —|z|2 _ _1 P .
2/]Rd€ (6 > dx 2£Jg(£)7 ¥ 1,...7d,

an
missé viimeinen yhtdsuuruus seuraa Lauseen 9.4 kohdasta (iv).
Gaussinen funktion Fourier muunnos siis toteuttaa joukon differentiaaliyhtéloité; ndista

se on helppo méiiriti. Koska g € C1(R?) ja yo. laskun mukaan

a%j (ﬁl&?g(f)) =0, j=1,....d

on valttamatta
G = Ceil?  ceRr?

jollakin vakiolla C'.

On vield maarattava vakio C'. Huomataan, etté

d
C = §(O) = / e_|ac\2 dr = / e—xfe—:cg . ”6—13 dry---dry = </ 6_t2 dt) ‘
R4 Rd R

Toisaalta napakoordinaattien avulla

2 2 42 1/2 2 & 2 1/2
/e_t dt = (/ ettt dtldtg) = (/ / e " rdrdQ)
R R2 o Jo

- (o) - v

0o 2
Olemme siis osoittaneet, etté §(€) = n%2 ¢~ 1k” kun g(z) = e, Yhdistamalld tamé

Lauseen 9.4 kohtaan (ii) saadaan
(9.11) (e—tixP)A(g) — ()2 e HKE e Re 0.

Kun valitaan ¢ = 1/2 nihdéén, ettéd funktio g(z) = e 2 on Fourier muunnoksen omi-

naisvektori, ominaisarvolla (27)%/? |

Myohempia tarpeita varten kirjataan tdhian myos yo. paattelyn sivutulos,

(9.12) / e P dp = (x/t)¥2,  t>0.
Rd
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Palataan sitten L!'-funktioiden Fourier muunnoksen kidntamiseen. Tarvitsemme siihen
seuraavan helpon mutta yllattavan tehokkaan identiteetin, jota kidytetddn monessa muus-

sakin yhteydessa. Téta identiteettia voi ajatella vaikkapa Plancherelin lauseen esiversiona.

LAUSE 9.7. Jos f, g € LY(RY), silloin

~

[ @5y = | Fleygte)de

Todistus. Koska Lauseen 9.4 mukaan g, f € L*>®(RY), yo. integraalit ovat hyvin mééritel-

tyji. Edelleen f(x)g(¢) € L*(RY x R?), ja silloin Fubinin lauseen mukaan

~

[ 1w = [ [ r@e9e i = [ fog@ae o

"Parannetaan" Lausetta 9.7 vield hieman korvaamalla f(z) funktiolla F(z) := f(y — z);
silloin F(&) = e v f(—¢). (MIKSI ?)

Saamme uuden identiteetin

[ =g = [ ofg g

eli

(9.13) (f*9)y) = / CEVFE) g(—€)de,  f.ge INRY),

Rd
Niilld eviin L'-Fourier teorian perustulos, kidnteinen Fourier muunnos, seuraa helposti:

LAUSE 9.8. Jos seki [ € L'(R?) etti e LY(RY), silloin

1
(9.14) 1@ = o |

~

(€) e'* " dE, r € R
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Todistus. Kéaytdmme identiteettid (9.13) missé valitaan g(z) = ( L e~¥Ie Silloin (9.11)

= 9(0) = e e I = BK(5) = Kolw), miss

(9.15) K(z) = (47T1)d/2 o Hlel?

Kun t — 0, g(z) = &
ehtoa |’ yf( )g(—=&)| < |f( )| € LY(RY) ! | yhtélon (9.13) oikea puoli

)d ja silloin dominoidun konvergenssin avulla |téssd kiytetdén

i€y F L i€y
/Rde5 f(&) g(=¢&)dé — @) /Rde5 f(&)de kun t — 0.

Toisaalta yhtdlon (9.13) vasenta puolta voi tarkastella Lauseen A.1.3 avulla. Lauseen

mukaan l6ydamme jonon lukuja ¢; > 0, joille t; — 0 kun j — oo ja
(f*9)(y) = (K, * f)y) = f(y) melkein kaikilla y € R? kun j — oo.

Viite (9.14) on néin tullut todistetuksi. O

HUOMAUTUS 9.9. Ylli olevasta néihdidn, etti avaruudessa L'(R?) voi rakentaa varsin tyy-
dyttavan ja intuitiivisesti luontevan Fourier teorian, jossa Fourier muunnoksen pisteittdiset
tulkinnat selvid. Mutta muutamia pulmia meille jad:

Lauseen 9.5 mukaan L'-funktioiden Fourier muunnokset ovat jatkuvia, joten kdidnteis-
kaavan (9.14) molemmat oletukset f, fe LY(R%) woivat olla voimassa vain jos f(x) on

jatkuva !

(Erityisesti, Lauseen 9.8 tilanteessa voimme valita f:lle jatkuvan edustajan, vaikka emme
fm jatkuvuutta olettaneetkaan; silloin identiteetti (9.14) on voimassa jokaisessa pisteessd
r e R4)

Toisin sanoen, jos ja kun haluamme hyédyntda Fourier analyysid myos epédjatkuviin
funktioihin, tarvitsemme pisteittiisen f({ ):n yleistyksié ja Fourier teoriaa L!-avaruuksia

yleisemmissé tilanteissa.
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IX.3. Nopeasti viiheneviit funktiot S(R?). Ennen kuin menemme L'-funktioita ylei-
sempiin tapauksiin, on hyodyllisté ja jatkotarkasteluja helpottavaa tarkastella Fourier muun-
nosta n.k. nopeasti vihenevien funktioiden avaruudessa.

Muistamme Fourier sarjojen teoriasta, etti L?-avaruuden ohella oli toinenkin funktio-
luokka, joka pystyttiin karakterisoimaan puhtaasti Fourier kertoimien avulla: (HT 2, Teh-

tévi 5) osoitti ettd f € CZP(—m,m) jos ja vain jos
(9.16) sup (1+|n|)* [f(n)] < oo kaikilla k € N.
neN

Haluamme jotain vastaavaa myos jatkuvalle Fourier muunnokselle.

Mutta voimme edelleen lisdtd vaatimuksia; jos haluamme funktioluokan jossa tulon
ja konvoluution Fourier-dualiteetti toimii taydellisesti, etsimémme avaruuden tulee olla
suljettu tulon, konvoluution kuin my6s Fourier muunnoksen suhteen. Ja jos haluamme,
ettd derivoinnin ja polynomilla kertomisen Fourier-dualiteetti yhé péatee, luokan tulee olla
suljettu samoin néiden operaatioiden suhteen. Kun vertaamme vaatimuksia Lauseen 9.4
oletuksiin néyttad siltd ettd meiddn tulee vaatia, ettd etsimdmme funktioluokka siilyy

ainakin operaatioissa

f@) = QP @) f<:cma%<x>, i=1...d

Pienin luokka joka ndméa vaatimukset tayttaa on Schwartzin nopeasti vahenevien funktioi-
den avaruus. Sen maédrittelemisté varten tarvitsemme hieman lisdé notaatioita.
Multi-indeksi on jono o = (aq,g,...,a4) € N so0. a; € N jokaisella j = 1,...,d.

Multi-indeksin o norms on
|a| = o t+ay+---+ag €N,

ja kahden multi-indeksin summa o + 3 = (o + S, 0 + B, ..., aq + B4) € N Edelleen,
sanomme ettd § < o mikéli 3; < o jokaisella j = 1,...,d. Téssé tapauksessa my0s erotus
a — 3 on hyvin méaritelty. Lisdksi merkitaan

o . a1 a2 aq o d d
x® =t ag?oay?, kun z = (z;)j-, € RY,
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seks

0% = (0)™ (02,)™ - (0s)™, O:

9
] By, :

ESIMERKKI 9.10. Olkoon d = 3; jos a = (1,0,2) silloin 2% =123 ja |a|=14+0+2=
3; jos taas « = (3,1,2), niin z* =z a3, |a|=6 ja 0°f(x) =02 0,02, f(x).

T2 Yx3

Siis esimerkiksi kahden muuttujan polynomi

N
P(s,t) = Z CrmS" "t
n,m=1
esitetdan multi-indeksien avulla muodossa P(z) = Y, caz®, missi x = (s,t) € R? ja

a = (n,m) € N2 eli st™ = (s,t)™™. Vastaava esitys toimii tietysti myds yleiselld d :n

muuttujan polynomilla.

MAARITELMA 9.11. Schwartzin nopeasti vihenevien funktioiden avaruus on

SRY = {f € C°(RY) : sup sup (1+ |z|)V]0°f(z)| < oo, kaikilla N € N}.

|a|] <N zeRd

Huomaa selvéd analogia ehdon (9.16) kanssa; ja funktio f kuuluu Schwartzin luokkaan jos
ja vain jos f:n kaikki derivaatat vihenevit darettomyydessd nopeammin kuin miké tahansa

potenssi |z|~V. Erinomainen esimerkki sellaisesta funktiosta on (Harjoitustehtiviit)
flz) = e 1P, z € R%

Koska kompaktikantajaisten C°°-funktioiden luokka C°(RY) c S(R?) (MIKSI ?), no-
peasti vihenevii funktioita f € S(R?) 16ytyy helposti paljon muitakin. Luokan C2°(R<)

funktioita on kylla helppo manipuloida, ja Lauseen 9.4 mukaan sellaisen Fourier muunnos

g9(&) = /Rdg(:v) e T dr € O®(RY),
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mutta pulmana on, ettei Fourier muunnos koskaan siilyti luokkaa C2°(R?),
(9.17) 0# g€ C®RY = G(&) eiole kompaktikantajainen.

Todistetaan tdma dimensiossa d = 1. Nimittéin jos g kompaktikantajainen, silloin Fou-

rier muunnos g(§) voidaan jatkaa analyyttiseksi funktioksi koko kompleksitasoon,
R .

(9.18) g9(z) = /Rg(x) e *¥dx, z€C,
silld [e7*#7| < ef*l kun |2| < R; muunnoksen analyyttisyys nihdéin nyt esim. kehittamalla
eksponenttifunktio sarjaksi ja vaihtamalla summan ja integroinnin jarjestys.
[Analyyttisyyden voi osoittaa myos ottamalla integraalista (9.18) d;-derivaatta; derivoinnin
ja integroinnin jérjestyksen voi vaihtaa koska integraali suppenee lokaalisti tasaisesti z:n

suhteen. Tai analyyttisyyden voi ndytia vaikkapa Moreran lauseen avulla.|

Jos olisi g(§) = 0 kun [£] > M, silloin analyyttisen funktion g(z) nollakohdilla olisi
kasautumispisteitd, ja siis g(§) = 0 sekd g = 0 (Kurssi "Kompleksianalyysi I"). Vastaava
paattely, joka kiyttad analyyttisten useamman kompleksimuuttujan funktioiden ominai-

suuksia, toimii kaikissa dimensioissa d.

Yhteenvetona, C2°(R?) ei ole hyvi tai luonnollinen avaruus Fourier analyysin kannal-
ta. Tdmén osaluvun tarkoituksena on osoittaa, ettd sen sijaan Schwartzin avaruus S(R?)
toteuttaa jokaisen osaluvun alussa esitetyistd toivomuksista tai vaatimuksista. Aloitetaan

seuraavalla.

LAUSE 9.12. S(R?) C LP(R?) jokaisella 1 < p < oo. Lisiksi S(R?) on tihed avaruuksissa
LP(RY), kun 1 < p < 0.
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Todistus. Inkluusio on harjoitustehtiivi, ja tiheys seuraa siiti ettd C°°(R?) on tihed ava-

ruuksissa LP(RY), 1 < p < oo (kts. [H|, Lause 2.36). O

LAUSE 9.13. Jos f € S(RY), silloin jokaisella multi-indeksilli o € N¢ piitee
() 2°f() eSRY ja 0°f(x) € SRY).
(i) Fec=®Y) ja o fl&) = ((=ia) f(2))"(©):
(iir)  (0°f) (&) = (i)~ f(£)-
(iv) [ € S(RY).
Todistus. Kohdat (ii) ja (iii) seuraavat Lauseen 9.4 vastaavista kohdista (iii) ja (iv). Muut
véitteet (i) ja (iv) jatetdédn harjoitustehtaviksi. O
Erityisesti, Schwartzin funktiot voi karakterisoida Fourier muunnoksen avulla,
(9.19) feSRY & fe SRY.
Tai tarkemmin:

LAUSE 9.14. Jos f € S(R?), silloin

() @n i) = F(F)(-a), di  (Ph) = @ f(-a), xR

(ii) F:SRY) — S(RY)  on bijektio.
Todistus. Koska (Lause 9.13) f, fe S(R%) c L'(R?), Lauseen 9.8 mukaan F ( f) (—x) =
(2m)?f(x). Tamén nojalla F* = FoFoFoF = (2m)*Id on identtisen kuvauksen
monikerta. Erityisesti f = F((2r) ¢ F3f ), missd F°f € S(R?). Siten F : S(RY) —
S(R?) on surjektio.

Sama identiteetti niyttad, etta F(f) = 0 = f = 0. Fourier muunnoksen lineaarisuuden

nojalla F on silloin injektio. [
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HuomMmAuTUS 9.15. Lauseen 9.14 kohdan (1) voi tietysti tulkita myds muodossa
(F'9)(x) = 2m)"(Fg)(—x), g€ SMRY), z € R

Tarkistetaan viela tulon ja konvoluution Fourier-dualiteetti.

LAUSE 9.16. Jos f ja g € S(RY), silloin tulo fg € S(RY).

Todistus. Viite seuraa Leibnitzin sdannosta

FUNE) = 3 s O F(@) 0 Pg(a); cap = H( ) a

B<a j=1

LAUSE 9.17. Jos f, g € S(R?), silloin
(1) F(fxg) = F(f) Flg).

(ii)  F(fg) = @m)"(Ff)*(Fg).

Todistus. Ensimméinen tulos seuraa Lauseesta 9.3, silli S(RY) C L'(R?). Toiseen viittee-
seen taas sovelletetaan Lausetta 9.3 kerran ja Lausetta 9.14 kahdesti, jotka tdssa jarjestyk-

sessa antavat
F(Ff«Fg) = (Ff) (Fg) = @n)* f(—x)g(—x) = m)(F(fg)) = F(2m)'F(f9g))

silld fg € S(R?) edellisen Lauseen nojalla. Koska S(RY) — S(R?) on injektio, myds toinen

vaite on tullut todistetuksi. [
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X.

FOURIER MUUNNOS AVARUUDESSA L?(R%)

Palataan sitten L!'-Fourier teorian yleistyksiin. Aloitetaan avaruudesta L?(R?) - tavoittee-

na karakterisoida L2-funktiot Fourier muunnoksen avulla. Fourier sarjojen teoriassa timé

onnistui mainiosta. Haemme vastaavaa tulosta jatkuvan Fourier muunnoksen tapauksessa:

TEOREEMA 10.1. Jokaiseen f € L*(RY) woi liittii luonnollisen Fourier muunnoksen,

funktion f € L*(RY), jolla seuraavat ominaisuudet.

(i) Jos fe L*RYHNLAHRY), silloin "uusi F = vanha F",

(i)

(iii)

(i)

(v)

(vi)

-~

f&) = | fla)e®7de,  EeR’
R4
Jokaiselle f € L*(R?) piitee

(27T>d/2|’f||L2(Rd) = HfHL2(Rd)-

Erityisesti, ||f — Gllr2@ey = @m)Y2|f = gll12ra) kaikilla f,g € L*(RY);

siten. F : L*(RY) — L*(RY) on jatkuva (itse asiassa, homeomorfismi).
Kaikille f, g € L*(R?) on voimassa

| J© 9 &g = @n | f@) gl@) do

Kuvaus f — f on lineaarinen bijektio L*(R%) — L3(RY);

Erityisesti, jokainen f € L*(RY) on muotoa f = G, g€ L*(RY).

oo 0 kun M — oo ja f e L*(RY).
L2(d€)

H f(f) - fB(O,M) f(x) e T dy ’

Kidntien, jos f € L*(R?), silloin

_ 1 Fle) pitw
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Nama kuusi ehtoa antavat varsin taydellisen kuvan Fourier muunnoksesta avaruudessa
L*(RY). Ne antavat myos vihjeen siitd miten L2-funktion Fourier muunnos tulee tismilli-

sesti maaritelld: Ehdon (v) mukaan

(10.1) f(€) = lim f(z)e " da,

missé suppeneminen tapahtuu L2-normin mielessd.
Koska fxpoa € L'(RY) jokaisella f € L*(R?) (MIKSI ?), ovat integraalit ehdossa
(10.1) hyvin maariteltyjé; kuitenkin, jotta voisimme asettaa (10.1):n muunnoksen J/”\méiéiri—

telmiiksi, meidiin on ensin niytettivi, ettd raja-arvo (10.1):ssd on olemassa kun f € L?(R%).

Teoreemaa 10.1 varten todistetaan ensin seuraava erikoistapaus Plancherelin kaavasta.

LEMMA 10.2. Jos f € L*(RY) ja f(z) =0 kun |x| > M, silloin

(10.2) ry [ @ = [ ifieras

Todistus. Olkoon ensin f € C*(R?) funktio, joka hividi kuulan B(0, M) ulkopuolella;
erityisesti f € S(R?). Lauseen 9.14 kohdan (ii) mukaan 16ytyy funktio ¢ € S(R%) jolle

g(z) = f(z), x € R? misti esim. Lauseen 9.8 mukaan

) g(e) = Cr)' [ G ds = (n? [ F@e i = ) Flo)

Sijoitetaan ndma identiteetit Lauseeseen 9.7, ja saadaan

d 2 0r — (27)d Do) de — 2
e L L R L B L G IR (GRCE Ty MHGITS

Yleisessii tapauksessa valitaan ensin kompaktikantajainen K € C>®(R?), jolle

Jpa K(x) dz = 1. Voimme olettaa, ettd K:n kantaja kuuluu yksikkékuulaan, so. K (z) =0
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kun |z| > 1. Merkitddn sitten K,(z) = #K(%), jolloin Harjoitukset = {K;}i~0 on hyvi

perhe ytimi# R%:ssé. Lisiksi, koska f on kompaktikantajainen, konvoluutio

Kioxfl@)= | K(z-y)fy)dy € CZR) C SR,
R
Téssé tosin funktion K x f kantaja kuuluu kiekkoon B(0, M + t), mutta korvaamalla M

esim. M + 1:114 ja valitsemalla 0 < ¢ < 1, voimme néin soveltaa yllaesitettya funktioon

K, x f, ja saadaan

103) o' [ (NP = [ (RT)©Rd -

- [R@prfore = [ 1RePIFOR s

Hyvén perheen ominaisuuksien nojalla (Harjoitukset) tai kdyttdmé&lld suoraan Reaali-
analyysié, vrt. Appendix kaava (A.1.6), yht&lon (10.3) vasen puoli — (2m)¢ [o, |f|* dz =
(2m)? f{IwISM} |f|?dz, kun t — 0.

Yhtéalon oikean puolimmaiseen termiin on ehkéd mukavinta soveltaa dominoitua konver-
genssia:  Ensin  Fatoun lemman nojalla ndhdddn helposti (MITEN?) ettd
T € L2RY ja siis [RPIFOP < IRILIFOP € L'(RY). Dominoidun konver-
genssin lauseen mukaan silloin yht&lon (10.3) viimeinen termi — [, |K(0)2|F(&)|2de =

Jpa |]/C\(€)|2 d¢, silla IA((O) = [pa K(x)dz = 1. Viite (10.2) on néin todistettu. [
Padsemme sitten Luvun X varsinaiseen péaatulokseen.
Teoreeman 10.1 todistus. Jos f € L*(RY), asetetaan kullakin M < oo

Ju(z) = XB(O,M)(x)f($>'

Silloin fj; toteuttaa Lemman 10.2 oletukset jokaisella M < oo. Liséksi { fas} mr<co 0on Cauc-

hy L?(R%):ssé,

I far — fullze < / |f(z)|*dz — 0, kun M, N — oo.

|z|>min{M,N}
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Koska Lemman 10.2 mukaan Hf]\; - J/CJ\VHLz = 2m)%2|| far — fnllz — 0, myos {f]\\/[} on

Cauchy L*(R%):ssii, ja koska L*(R?) on tiydellinen, on olemassa raja-arvo fe L*(RY),

(10.4) f©) = lim fu(§) = lim fx)e s du.

Kuten edellé yhtilossd (10.1) ennakoitiin, raja-arvo ylli siis suppenee L?-normin mielessé.

Talla tavalla olemme saaneet méériteltyd Fourier muunnoksen f(f ) € L?(RY) jokaisella
funktiolla f € L*(RY). On vield niytettivii, etti muunnos toteuttaa kaikki luonnolliset

vaatimukset (i) - (vi). Ndmé& saadaan helposti:

(i) Jos fe LY(R?) N L*RY), silloin dominoidun konvergenssin nojalla

Fur = x) e T dr
fue = [ @

suppenee seki pisteittdin ettd L2-normin mielessi, kun M — oo. Raja-arvojen tulee ol-
la sama funktio m.k. ¢ € RY, silld jokaisella L?-normin suhteen suppenevalla jonolla on
osajono, joka suppenee pisteittdin, vrt. [H| Lause 1.3.4, tai Lauseen A.1.3 todistus.

Viite (i) on siis todistettu.

(i) Lemman 10.2 nojalla

TN fll 2@y = 2m) 2| x o fll 2@y = J (Pl ey = 1 (2@

lim

M—o0
(iti) Avaruuden L*(R?) sisétulolle (f,g) = (f,9)r2wae) = Jga fGdx [kuten jokaisen

Hilbert avaruuden siséatulolle] pétee

2Re(f.g) = IIf +gllz> = II£1Z2 — llgllZ--

Yhdistdmaélld tdmé kohtaan (ii) saadaan %e(f, 7))z = (2m)iRe(f, g) 2. Korvaamalla f

funktiolla —i f saadaan vast. tulos sisétulojen imaginéériosille. Véite (iii) on néin selvitetty.

(iv) Koska edellisen kohdan nojalla Fourier muunnos F : L?(R?) — L?*(RY) siilyttid

L*n sisétulon [vakiota (27)? vaille|, riittéd osoittaa, ettd F on L?(R%):mn surjektio.
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Kohdan (i) mukaan kuva-avaruus FL?(R?) on L*(R?):n téydellinen aliavaruus, vrt.
Lause A.2.3, ja siten suljettu (MIKSI?). Koska FL?(R%) D f(S(Rd)> = S(RY) on myds ti-
he#, vilttamittd FL?(R?) = L?(R?). Toinen mahdollisuus surjektiivisuuden todistamiseen

on kilyttéd alla esitettivid kohtaa (vi) ja sen seurausta f(z) = (2m)72* (F*f)(z).

(v) Suoraan miiritelmisti (10.4) seuraa etti H fle) - S f(@)e ¢ da ’ o) — 0
kun M — oo ja f € L*RY).
(vi) Taméa vaitteen voi tulkita sanovan, etta f(x) = (27T)_d.7:(f J(—z) mk. z €

R? kun f € L*(RY) ja F seki f merkitseviit ehdossa (10.4) annettua L?(R%):n Fourier
muunnosta.

Mutta kohdan (i) ja Lauseen 9.14 mukaan viitteen identiteetti pétee tiheéssd osajou-
kossa S(RY) C L*(RY). Silloin T : f — (2m)~ % (F2f)(—z) — f(z) on jatkuva lineaarinen
kuvaus L?(RY) — L?(RY) |vrt. kohta (ii)] joka hividii tihedssd osajoukossa; siis T'(f) = 0
kaikilla f € L2(R?), t.s. f(z) = (27) ¢ F(f)(—=) kun f € L*(RY). O
HuoMAUTUS 10.3. Edelli mddrittelimme L?-funktion Fourier muunnoksen rajana
(10.5) f(&) == lim f(x) e 4 da,

M=o Jp(0,M)
missé suppeneminen toimii L-normin mielessd. Ehkd intuitiivisempi tapa olisi vaatia etti
(10.5):n raja-arvo pitee pisteittiin, melkein kaikilla & € RY 2

Kuten Fourier sarjojen teoriassa, melkein kaikissa pisteissd suppeneminen on totta,

mutta samalla paljon syvdillisempi asia, jonka todistaminen ei onnistu talld kurssilla. Pulma

on samanlainen kuin ennenkin - X5 ¢ L*(R?), kun xp on yksikkipallon B karakteristinen

funktio.

Toisaalta, esim. kiyttdméalla Appendixissd mainittua Reaalianalyysin tulosta (A.1.9), voi
Fourier muunnosta ldhestya varsin helposti melkein jokaisessa pisteessd Fejer-tyyppisilla

ytimilld operoiden (Harjoitustehtavé).
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XI. INTERPOLAATIO JA LP-FUNKTIOIDEN FOURIER MUUNNOKSET, 1 <

p < 2.

Edellisten lukujen nojalla

(11.1)

per®) = |- [ s@etsal < [ @la 0 (1o
ja samoin
(11.2) fe @) = | flo) - /B(O e | g 0 (= %)

Jos 1 < p < 2, avaruus LP(R?) on L' ja L?m "vilissi", joten jotain vastaavaa voisi

sielldkin toivoa ?

Kun 1 <p <2,

[l [ <o qa [ fpaes [ Iir <
{z:| f(2)|>1} Rd {z:| f(2)I<1} Rd
joten voimme kirjoittaa f = X{sw)>11f + X{f@)<iyf = fi + fo, missd f; € L*Y(RY),

fo € L*(RY). Voimme siis asettaa

F(©) = fi(6) + fa(€),

-~

jolloin ndemme, ettd f(£) on ainakin m.k. hyvin mééritelty funktio.

Enta 16ytyyko tuloksille (11.1)-(11.2) vastineet 7 Eli missid mielessi 71\; — f kun
f € LP(RY) ja M — oo ? Tissd on hyvi muistaa Holderin epiyhtilo (A.1.2), joka liit-
taa yhteen avaruudet LP(u) ja L9(p) kun % + % = 1; Funktionaalianalyysissa tata yhteytté
vield tarkennetaan, ja osoitetaan ettd L9(u) on avaruuden LP(u) n.k. duaali, kun %4—% = 1.

Niinpé voisimme tehda seuraavan arvauksen

F : LYRY) — Cy(R%) ¢ L°(RY
( ) U( ) ( ) . ]_—:Lp(Rd) N Lq(Rd), l-i- 1 =1 ?
F i L2(RY) - [2(RY) b

Tamaén ajatuksen toteuttamiseen tarvitaan taas uudenlaisia nédkokulmia.
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XI.1. Funktionaalianalyyttinen periaate. Tyypillinen esimerkki tilanteesta, jossa
funktionaalianalyysin lahestymistapoja voi soveltaa, niin Fourier teoriassa kuin muussakin
analyysissd, on seuraava:

Meilla on annettu (konkreettinen) operaattori, esimerkiksi integraali-operaattori
(11.3) Tf(z) = » K(x,y)f(y)dy
joka saada hyvin méiriteltyd sopivilla funktioilla, vaikkapa kun f € S(R?). Fourier muun-
noksella K(z,y) = e“¥, nk. Hilbertin muunnoksen tapauksessa (d = 1), K(z,y) = x—iy
jne. jne.

Pyrkimykseni on laajentaa T'f:n méiritelmé funktioihin f € LP(R?). Mutta kuinka té-
mén voisi tehdé jos pisteittdisen médritelmén (11.3) integraali - kuten Fourier muunnoksen

tapauksessa (p > 1) - ei suppene itseisesti 7

Talloin tilanne palautetaan seuraavan tulokseen.

LAUSE 11.1. Olkoot E ja F Banach avaruuksia ja V C E tihea lineaarinen aliavaruus.

JosT :'V — F jatkuva lineaarinen kuvaus, eli jollakin vakiolla C' < oo
(11.4) |Tv]|r < Cllv|lg kaikilla v €V,

nun silloin T voidaan laajentaa jatkuvaksi lineaariseksi kuvaukseksi T : E — F', jolle

1T <C.

Tyypillisissé kiiytinnon tilanteissa, jos E = LP(R?) aliavaruus V voisi esimerkiksi olla

V = C®(R?) tai V = { yksinkertaiset funktiot }.

Lauseen 11.1 todistus. Jos x € E, olkoon v, € V joille v, — x (V:n tiheys). Silloin (11.4)
= ||Tv, — Ton| < Cllv, — vm|| = 0 kun n,m — oo, eli {Tv,}5°, on F:n Cauchy jono,

jolla raja-arvo, lim,,_,. Tv, = f € F. Asetetaan

Tr = lim Tv,, kun z= limv,, v,¢cV.
n—oo n—oo
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Helposti ndhddén, ettd Tz ei riipu jonon (v,,) valinnasta, joten x — T’z on hyvin mééritelty;
samoin saatu kuvaus 7' : £ — F on lineaarinen ja jatkuva, ehto ||[Tz||p < C||z| g séilyy

sulkeumaan V. 0O

Toisin sanoen, jos haluamme nédyttdd ettd (11.3):n operaattori saadaan méariteltya

kaikilla f € LP(RY) ja ettid T'f € L*(R?), silloin riittdé osoittaa arvio

ITf]

o < Cllfllzr,

kun f € C®(R?) tai todistaa tuo arvio kaikilla yksinkertaisilla funktioilla f.

XI.2. Interpolaatio ja Riesz-Thorinin lause. Kun ajatellaan Fourier muunnosta
lineaarisena operaattorina, vrt. Appendix A.2, olemme osoittaneet ettd || Ff|le < [|f]11
kun f € LY(RY). Samoin ||Ff|2mr2 = (2m)Y?| f|lz2—2 (Lause 10.1). Haluamme johtaa
naistd myos LP-arvioita.

Tavoite johtaa meiddt seuraavaan operaattoriteorian periaatteeseen, Banach avaruuk-

sien ja operaattoreiden interpolaatioon.

TEOREEMA 11.2. (R1ESZ-THORININ LAUSE) Olkoot 1 < pg.p1,70,71 < 00, ja
T : LPo(RY) N LP(RY) — Lo(RY) N L™ (RY) lineaarinen kuvaus, jolle
(11.5)
1T fllzro < Mo fllzeo ja T flln < Myl fllee, vV f € LR N LM (RY).

Sidotaan eksponentit p ja r seuraavasti,

1—1t t 1 1—1 t
(11.6) a -
"

1
i +—  ja = + —, missd 0 <t < 1.
p Do h To ™

(Huom: sama ¢ !)

Silloin T jatkuu lineaariseksi kuvaukseksi T : LP(R?) — L"(R?), jolle
(11.7) ITfll < My~ My fllze vV f e LP(RY).
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Huomaa, ettéd aina p on eksponenttien py, p; vélissa, samoin ¢ eksponenttien qg, ¢; vélissa.
Ennen Riesz-Thorinin lauseen todistusta katsotaan miten se ja yo. periaate ratkaisevat

kysymyksemme Fourier muunnoksesta avaruuksissa LP(R), kun 1 < p < 2:

SEURAUS 11.3. (HAUSDORFF-YOUNGIN EPAYHTALO) Jos 1 < p <2 ja f € LP(RY),

silloin  f € LY(RY), missdi

1 1
-4+ - = 1
P q
Lisakst
1 llee < @m)Y9 £l v, f e LPRY).

Erityisesti kaikilla f € LP(R?), 1 <p <2,

— 0 (M — o).
La(dg)

(11.8) | 7o) - /B ]

Todistus. Kuten edelld todettiin, Fourier muunnos toteuttaa normiarviot ||F fllc < || f]lL1
ja || Ffllze = (27)%?|| f]|z2. Kun sovelletaan Riesz-Thorinin lausetta niihin eksponenttei-

hin,

1 1-—1¢ t 1—t 1 t
ldhtopuolen eksponentille: - = — = — 4= =1--,

p Do D1 1 2 2

1 1—t t 1—t ¢ t
maalipuolen eksponentille: - = 4+ - =4 - ==

q 9o q1 00 2 2

Téstd nahdédan, ettd 1/p 4+ 1/g = 1 ja ettd p kiy 1api kaikki eksponentit 1 < p < 2, kun ¢

kay lapi arvot 0 < ¢ < 1. Edelleen,
1 Flle < My M|\ flee = @m)%2 || flle = @07 ||fl,  2<q< 0.

Lopuksi, tdmin arvion nojalla f € LP(R?) =

H Ff—F(xsomnf)

e H}—(f — xBo.Mf) HLq < (2m)¥ [/{III>M} |f(x)|p} " — 0,
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kun M — oc0. O

Riesz-Thorinin lausetta varten tarvitsemme muutamia aputuloksia; ja ensimmaiseksi
kiddnnymme kompleksianalyysin puoleen !

Kompleksianalyysin perustuloksia on esitelty esim. ko. peruskurssilla; tarvitsemme ai-
hepiiristd vain analyyttisten funktioiden késitteen ja maksimiperiaatteen, jotka oletamme

kummatkin tunnetuiksi:

LEMMA 11.4. (MAKSIMIPERIAATE) Olkoon F(z) analyyttinen funktio rajoitetussa alu-

eessa Q C C, ja oletamme, etti F on jatkuva sulkeumassa Q. Silloin

|[F(2)] < sup [F(Q)], V=zeQ.
Ceon

Huomaa, ettei maksimiperiaate toimi (ilman liséoletuksia) rajoittamattomissa alueissa: Jos
Q' ={z€ C:Rez >0} ja F(z) = e? silloin jokaisessa reunapisteessi z = iy on |F(z)| =
|F(iy)] = || = 1. Funktio F ei kuitenkaan ole rajoitettu :ssa, Fi(z) = ¢ — oo kun
0 < x — o0, eikd maksimiperiaatekaan siis toimi téssa tilanteessa.

Tarvitsemme kuitenkin maksimiperiaatetta rajoittamattomassa alueessa ja erityisesti

seuraavassa muodossa:

LAUSE 11.5. (HADAMARD) Olkoon F(z) analyyttinen funktio nauhassa S = {z € C:0 <

Rez < 1}. Oletamme lisiksi, etti F(z) on jatkuva ja rajoitettu sulkeumassa S, ja etti
|F(2)] < By kunRez=0 ja |F(z)|<B; kunRez=1,
missd 0 < By, By < 00. Silloin

|F(2)] < By 'B! kun Rez=1te(0,1), z€S.
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A / Yy,
i
// /’ﬂ/ J
Re 2=t i
. .
29_?——"—0 // // Re 2-51
S/ /
/!

HUOM: Lause ei taaskaan péde yleisille, rajoittamattomille funktioille F'(z), vrt. esim
F(z)= e’
Lauseen 11.5 todistus. Tarkastellaan ensin sopivia apufunktioita. Jos 0 < B < oo, silloin

2+ B* 1= ¢*1°¢B on analyyttinen nauhassa S, ja kun z = x +iy € S,

(11.9) min{B,1} < |B*|=B* < max{B,1} (silla 0 < z < 1).
Siten B* on S:ssé rajoitettu ylhdalté ja alhaalta, joten G(z) = Bf:(f,)gz on analyyttinen
0 1

ja rajoitettu nauhassa S,
IG(z)| <C  Vze S, jollakin vakiolla C' < 0o

Lisdksi, oletustemme mukaan

F
Rez=0 = [G(») = LB 4
B,
Rez—1 = |G(z) = EGI 4
B,

eli sup,cyg|G(2)| < 1. Viite on néin palautettu tilanteeseen jossa By = By = 1.

Maksimiperiaatteen kiyttoa varten "katkaistaan" S: Olkoon

z2—1

Gn(2) = G(z)e neN,
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jolloin G,,(z) on analyyttinen S:ssi, jatkuva S:ssaja z =z +iy € S = |G, (z +iy)| <
96271;271 y271

Ce < (Ce

— 0 kun y — oo; suppeneminen on tasaista z:n suhteen. Silloin

kullekin n € N 16ytyy yo = yo(n) niin etté

(11.10) |Gn(z +1y)| <1 kun |y| > yo(n), z+iyesS.

Jaljelle ja& arvio alueessa S, = {z =z + iy € S : |ly| <yo(n)}.

A
‘ / 30

27 /

rd

—4Yo

Alueet S,, ovat rajoitettuja, ja niinpd maksimiperiaate soveltuu niihin. Nyt

2

Rez=0 = |Gu(2)]:= |G(z)le " < 1; Rez=1 = |Gu(2)] = |G(z)]le+ < 1

?

ja ylldolevan mukaan |G, (z)| <1, kun z € 9S,, ja |[Imz| = yo(n). Siis

sup |Gn(2)] <1,
¢€dSn

joten maksimiperiaate antaa |G, (z)| < 1 kaikilla z € S,,. Kun tdmé& yhdistetdén ehtoon

(11.10), saadaan |G, (z)| <1 jokaisella z € S.
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Niilld evéin, kun z = x € [0,1] € S,

F 22
EC 22 g <1
By "BY

Antamalla n — oo saadaan |F(z)| < By “B¥, x € [0,1].
Lopuksi, jos zg € S mielivaltainen, silloin z 4 ilm 2z aina kun z € S, ja voimme siis

soveltaa ylldolevaa funktioon z — Fy(z) := F(z +ilm zp). O

Toisena Riesz-Thorin aputuloksena tarvitaan LP-avaruuksien dualiteetti, tosin vain seu-

raavassa osittaisessa muodossa.

LAUSE 11.6. Jos 1 < p < o0, olkoon q = ﬁ sen duaalicksponentti, s.o. %—l—% = 1. Silloin

ey = s | [ o)) ol =1}

Todistus seuraa Reaalianalyysi I:n tiedoista; ensinnakin Hélderin epayhtéalon mukaan

< Nflweollglagsy, — f e LP(RY), g € LYRY).

| o) f@do

Toisaalta, kun p < oo, asetetaan g(z) = f(:c)\f(x)\”_2Hf|]1L;€Rd) pisteissé joissa f(x) # 0,

ja g(z) = 0 muuten; silloin ||g||pe@re) =1 ja

/ 9(2) f(@) dx = ||fl|ree,
Rd

Tapauksessa p = oo valitaan g.(z) = Eﬂxﬂx)%, missd |E| > 0ja |[f(x)] > (1—¢)|f|lL=,

kun z € E. Tarkemmat yksityiskohdat: ylim. HT. [

Riesz-Thorinin lauseen todistus. Olkoon s € [1,00] maaliavaruuden L"(R?) eksponentin

Holder-konjugaatti,

1 1
S =1
T S

Vastaavasti merkitaan sg:11a ro:n Holder-konjugaattia, ja si:11a r1:n Holder-konjugaattia.
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Lauseiden 11.1 ja 11.6 mukaan Riesz-Thorinin tulokseen riittaa osoittaa (MIKSI 7), ettd

< My "My || flllgl

Lsy

(111) \ [ o) (1)) d

kun f € V ja g € W, missi aliavaruudet V' C LP(RY) N LPY(R?) ja W C L*(R?) tiheité.
Oletamme ensin, ettd s < 0o ja p < 0o, ja valitaan V' = W = {yksinkertaiset funktiot}.

Silloin
(11.12) fl@) = D ane™xa (o), glz) = Y biefixg (@)
k=1 Jj=1

missd kukin a;, > 0, ap € R ja Ag:t mitallisia, |Agx| < oo sekd Ay N Ay = 0 kun k # ¢;
samoin b; > 0, 8; € R ja Bj:t mitallisia, darellismittaisia ja erillisia. Jatkotarkasteluja
varten kiinnitetdén funktiot f ja g luokasta (11.12), ja tavoitteenamme on todistaa niille

arvio (11.11). Sopivalla vakiolla jakamalla voimme liséksi olettaa, etté

1fllze =g

Ls:1.

Seuraavaksi, eksponentit p ja r valittiin ehdoilla (11.6), jotka nyt saavat muodon

1 1—1¢ t 1 1—1¢ t
- = +— ja - = + —, (0<t<1).
p Do P S S0 S1

Laitetaan tédssd t muuttumaan analyyttisesti nauhassa S ja asetetaan

1 —
Z+i}, 0<Rez< 1.
S0 S1

1—2z z
+_
Po D1

(1113) 5l =p| | c@=s

Tarkastellaan nyt parametrista z € S riippuvaa funktiota

fo(x) = Zaz(z) ey 4, (), r€RY 0<Rez<1.
k=1

Kun z = t, on x(t) = 1 (MIKSI ?) ja siis f; = f. Kun Rez = 0, (11.13) = |a] |0 =

|ap ™) |Po = |a,|P. Siispé
(11.14) / |fo(z) [P0 dz = Z\ak!”Mk\ = / |f(2)[Pdz = 1, kun Rez = 0.
R¢ —1 R
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Samoin, kun Rez = 1, [af @ [P' = |a,[P. Siten

/ |fo(z) Pt de = / |f(x)|Pdx = 1, kun Rez = 1.
R4 Rd

Liséksi, koska az(z) = em(®) gk on analyyttinen koko tasossa, myos niiden dérellinen summa

f-(x) riippuu z:sta analyyttisesti.

Vastaava muunnos tehdéén tietysti myos funktiolle g, eli méaaritelldan
g(z) = Z bf(z) iy, (), reRY 0<Rez<1.
j=1

Kuten ylla saamme

(11.15) g =9 Ja gl = llgllz. = 1, kunRez=0,

seks

lo:75 = llglli- = 1, kun Rez=1.

Kaikkien naiden konstruktioiden jalkeen méaaritellaan lopuksi funktio
FE) = [ o) () do
R

Kun 0 < Rez < 1, jokainen termeisti |a] |, \bf(z)] on tasaisesti rajoitettu [vrt. (11.9)], ja

siksi

P = 33 aqOn e [ T do

k=1 j=1 B
on analyyttinen nauhassa S = {z : 0 < Rez < 1} seké rajoitettu ja jatkuva sulkeumassa
S. Voimme niin soveltaa Hadamardin Lausetta 11.5.

Kun Re z = 0, Holderin epéyhtélo antaa

1/50 1/7"0
FEI < [ lalisld < ( / \gzls(’dl‘) ( / \szrwx)
R4 R4 R4
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< 1| Tflpre < Mol fellzre = Mo

ehtojen (11.14) ja (11.15) ja oletuksen (11.5) mukaan. Samalla tavalla ndhdaén
|F(2)] < M, kun Rez = 1.

Hadamardin lauseen nojalla |F(t)] < My~"M{. Koska F(t) = [,.9(x) (T f)(z)dz arvio

(11.11) seuraa tésta.
Jaljelle jaavat tapaukset, joissa joko p = oo tai s = oo, elir = 1, jatetdan harjoitustehtaviksi. [

HUOMAUTUS: Riesz-Thorinin lauseen todistus toimii sellaisenaan yleisissékin mitta-avaruuksissa

operaattoreille T': LP(u) — L"(v); y.o. argumentissa tarvittiin vain etta aliavaruudet

{ZZ;l ak:XAk7 ag € (ca #(Ak) < OO} C Lp(/J,) ja

{Z?zl bixs,, bj €C, v(B;) < oo} C L*(v), 5= "L

r—1’
ovat tiheitd. Menetelméstd saa ndin (MITEN ?) esim. Hausdorff-Youngin epéyhtalon Fou-

rier sarjoille,

—T

00 l/q - 1/p
(Z |f(n)|q) < G, </ |f(:1c)|pdx) , kun fe LP(—mm), 1<p<2ja q= L

n=—oo
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XII. TEMPEROIDUT DISTRIBUUTIOT

~

Edellisten lukujen avulla ymmérrdmme hyvin Fourier muunnoksen f(£) ominaisuudet kun
funktio f € LP(RY) ja 1 <p < 2: £ on funktio, jolle f(f) € Li(RY).

Enti jos p > 2 ? Tai jos f € L®(R%) ?

Jos syysté tai toisesta Fourier muunnoksen maéaritteleminen funktiona ei naissa tapauksissa

enédd onnistuisikaan, vaadimme kuitenkin maaritelmélta ainakin seuraavaa:

(i)  Maééritelméa on luonnollinen ja toimiva, se sdilyttdd kaikki Fourier muunnoksen

hyvét ominaisuudet, seké

~

(ii) € = limMﬁoo<XB(0’M)f> “(€) ainakin jossakin mielesséd (missi?);

eli taas (ii):n mukaan, "vanha Ff" = "uusi Ff" kun molemmat méariteltyja.

Kuten kohta havaitaan, Fourier muunnos voidaan yh#d mééaritelld niin, ettd (i) — (ii)
patee, mutta (kun p > 2) yleiselle LP-funktiolle f muunnos ]/”\ ei endd ole funktio, vaan
distribuutio, "yleistetty funktio" .

Tilanteen selvittdmiseksi ldhdetédan ensin liikkeelle osaluvun IX.3 nopeasti vihenevista

funktioista S(R?).

XII.1. Schwartzin luokan S(RY) topologia. Lihes kaikki tilld kurssilla vastaan
tulleet Fourier analyysissa mielenkiintoiset avaruudet kuten LP tai Ci; tai Cy ovat olleet
Banach avaruuksia, s.o. tdydellisid avaruuksia joiden topologia saadaan (luonnollisesta)
normista. Entid S(R?), onko sille luonnollista topologiaa, jossa se olisi tiydellinen ?
Voidaan osoittaa ettei ole yhti S(R?):n normia joka nuo vaatimukset toteuttaisi. Sen
sijaan avaruuden S(R?) luonnollinen topologia saadaan (numeroituvasti) ddrettéméin mo-

nen normin avulla - itse asiassa ndihin normeihin tormaéttiin jo Maéritelméassa 9.11. Kun

f € 8(RY ja N € N, asetetaan

(12.1) pald) = sup sup (14 1) )] < o
a|<N zeR4
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jolloin f € S(R?) jos ja vain jos pn(f) < oo jokaisella N.

Selviisti jokainen py(f) on normi S(RY):ssé; pn(f + g) < pn(f) +pn(9) ja pn(Af) =
Apn(f) kaikilla f,g € S(R?) ja indekseilli N. Lisiksi ||f|lee = po(f) < pn(f), joten
pn(f) =0 vain jos f = 0.

Koska yhtd normia py ei ole mahdollista laittaa toista paremmaksi, topologisoidaan

S(R?) vaatimalla (vrt. kurssi Topologia II), etti jokainen joukoista
By(f,r) = {ge S®RY) :pn(f—g) <7}, NeN,

on avoin, s.o. kuulat By(f,7) muodostavat S(R?):n ympéristckannan, N € N.

Vaikka S(R?) ei ole normiavaruus, sen topologia on metrisoituva. Asetetaan

o0

- -N pN(f_g) d
(12.2) p(f,g) = Nz:%z TronT—a) kun f,g € S(R?).

LEMMA 12.1. p(f,g) on metriikka ja Schwartzin luokka S(RY) varustettuna tdlld metrii-
kalla on taydellinen. Lisdiksi metriitkka p(f,g) ja normit py(f), N € N, mdadrddvat saman

topologian. Erityisesti,
p(fu, f) =0 kunn — oo << jokaisella N € N, pn(f— fn) = 0 kunn — co.
Todistus. (Harjoitustehtévit). O

Schwartzin luokan lineaarikuvauksille jatkuvuus voidaan karakterisoida samaan tapaan

kuin Banach avaruus operaattoreillekin, vrt. Lause A.2.1.

LAUSE 12.2. Lineaarinen kuvaus T : S(R?) — S(RY) on jatkuva < Jokaiselle N € N
loytyy M € N ja vakio C = Cn o s.e.

(12.3) pn(Tf) < Cpu(f),  feSRY.
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Todistus. Niytetidn ensin, etti jos (12.3) on voimassa, silloin 7' : S(R?) — S(R?) on
jatkuva Schwartzin avaruuden S(RY) metriikan (12.2) suhteen. Jos p(f,, f) — 0, on siis
osoitettava ettd p(T'f,, Tf) — 0, ja Lemman 12.1 mukaan riittda niyttda etta jokaisella
NeNonpyn(Tf-Tf,) — 0.

Kun N € N annettu, valitaan indeksi M, jolle (12.3) on voimassa. Koska aina
2~ M % < p(fn, f) — 0, myds pr(f, — f) — 0, ja kiiyttamalla ehtoa (12.3) huoma-
taan, ettd todellakin py(T'f — Tf,) = pn (T(f — f»)) — 0. Kuvaus T on siis jatkuva, jos
(12.3) pétee kaikilla N € N.

Kaanteistd suuntaa varten tehddan ensin seuraava havainto: Jos € > 0 on annettu,

valitaan indeksi M € N jolle 27 < £/2. Jos télld indeksilld pys(f) < /4, voimme arvioida

(12.4)  p(f,0) (L4277 +272+ . +27M)pu(f) + (7M1 +27M2 400

<
< 2pu(f)+27M < e/2+e/2=c.
Y14 olemme kdytténeet (m.m.) tietoa po(f) < p1(f) < pa(f) < - < pu(f).
Oletetaan sitten ettid 7' : S(RY) — S(R?) on jatkuva. Lineaarisena kuvauksena T'(0) = 0,

ja jatkuvuudesta origossa seuraa, ettd kun N € N on annettu, 16ytyy € > 0 niin etta

p(f,0) <e= p(Tf,0) < 327N Voimme nyt hyddyntéd arviota (12.4) ja nihda etté

_~_pn(T)) 1 _

Lopuksi, jos 0 # f € S(RY), on aina py, (Wf) < £/4 misté edelleen

5pam(f)

pn(Tf) = pN (ﬂmf)) <1l = pn(Tf) < gpM(f)- O

Vastaavasti skalaariarvoisille lineaarikuvauksille:

LAUSE 12.3. Lineaarinen T : S(R?) — C on jatkuva < jollakin N € N ja C < oo,

TN < C sup sup (1+[a[)V[0°f(2)]  kun f € S(RY).

|| <N zeRd
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Todistus. (Harjoitukset). O

ESIMERKKI 12.4. Olkoon o € N¢ multi-indeksi.
(i) Koska pn(0°f) < pn+ial(f), kuvaus f +— 0*f on jatkuva S(R?) — S(R?).

(i) Koska pn(z°f) < Cponyial(f), kwvaus f— 2®f on jatkuva S(R?) — S(RY).

SEURAUS 12.5. Fourier muunnos on homeomorfismi F : S(R?) — S(R?).
Todistus. Olkoon o € N multi-indeksi, |a| < N. Silloin (MIKSI ?)

L+ 1PN FE) = Y enple?ll0F(E)]-

IBI<N

Toisaalta, Lauseen 9.13 mukaan
o fel = |7 n] @] < [ |o¥ @ r@)] da

f
< C’o/]Rd(iji+—‘i(’2)>(id$ < Cipan+a(f)

kun |3] < N. Yhteenvetona néisté

(12.5) on(F) < Cpavaalf),  feSRY, NeN.

Koska Lauseen 9.14 nojalla F : S(R?Y) — S(R?) on bijektio ja F* = cld, tisti viite

seuraa. L[

XII.2. Distribuutiot ja testifunktiot. Jatkoa varten otetaan kdyttoon funktionaa-

lianalyysissé yleinen merkintétapa,
X(g) =< X, 9>,

kun X : E — C lineaarinen, E vektoriavaruus ja g € E.
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Temperoidun distribuution ideaa varten palataan kysymykseen miten méaritelld funk-
tion f € L*(RY) (tai f € LP(R?), p > 2) Fourier muunnos. Jos f € LY(RY) N L>(RY),
Lauseesta 9.7 saadaan

-~

(12:6 [ F@eeds = | j@aadr  vgeSE.

Vaikka y.o. identiteetti formuloitiin alunperin L!-funktioille, Plancherellin lauseen avulla

se yleistyy ainakin L?-tapauksiin. Ja oikein tulkittuna (12.6) on ldhtokohta f(£):n méérit-

telylle myds yleiselld f € L>°(R?). Tdhin muutama idea:

1.) Funktion h € LP(R?%) ominaisuuksia voi selvittiii "testaamalla" sitd Schwartzin
funktioilla - silloin tarkastelemme lineaarista kuvausta
Th: g h(x)g(x)dz; T, :SR?) — C.
Rd
Ja testitulokset, eli luvut Tj,(g) missid g € S(RY), madrdivit funktion h(z). Nimittiin,
valitaan g(z) = K;(y — x), missi K;(z) = 1 K(%), K € S(R?) ja [pu K () dz = 1. Voimme
267@'2

valita esim. Gaussisen K (x) = 7~ . Nailla oletuksin {K;} on perhe hyvid ytimia ja

Lauseen A.1.3 mukaan 16ytyy jono {t,}, jolle
Tu(g) = / h(z)Ky,(y —x)de — h(y) mk. y €RY kunt; — 0.
Rd

Erityisesti, Ty = Tj, < f(z) = h(xz) m.k. x € R% On siis jirkevid samaistaa funktio h(x)
ja lineaarikuvaus Tj, : S(RY) — C.

2.)  Y.o. nékokulmasta, kaava (12.6) saa muodon Tx(g) = Jga f(@) g(x) dz, kun f €
LY(RY) N L°(RY). Ja tissd yhtdlon oikea puoli on hyvin méiritelty paljon yleisemmille
funktioille, esim. kun f € LP(RY) jollakin 1 < p < oo |[silli § € S(R?)]. Voisimme
silloin ajatella, etté yleiselle funktiolle f € L™ (tai f € LP) Fourier muunnos on vastaava

lineaarinen kuvaus

(12.7) FSRY>C, <Ffg>= [ f@)gx)ds, geSRY.



3.) Mitké ovat tuon lineaarikuvauksen (12.7) ominaisuudet ? Huomataan, etté kaikilla

felx,

N 2\d |5 dx
<Fo> 1< [ @I+ 6] 5
. dx
< ||f||oopd(9)/RdW < Cpsalyg)

kun kiytetaan arviota (12.5). Siis kun f € L, on ]?: S(R?%) — C jatkuva; tai funktionaa-
lianalyysin kielells sanottuna, f € &' (R?Y) = avaruuden S(RY) duaali. Vastaava paittely

toimii myos kun f € LP(R?) jollakin 1 < p < oo, vrt. alla.

Duaalin &'(R?) alkioita kutsutaan (temperoiduiksi) distribuutioiksi. Niille kaikille voi-
daan maéritelld hyvin toimiva ja luonnollinen Fourier muunnos. Siksi tarkastelemme seu-
raavaksi S":a yleisesti, ja palaamme LP-funktioihin kun &":n Fourier teoriaa on enemmén

selvitetty.

MAARITELMA 12.6. Jatkuva lineaarikuvaus T : S(R?) — C on temperoitu distribuutio

(yleistetty funktio). Merkitiin T € S’ = S'(R%).
Kéaytdmme rinnan merkint6ja T'(g) = <T,g >, kun T € 8’ jag € S.

Lauseen 12.3 nojalla lineaarinen T : S(R?) — C on temperoitu distribuutio, mikili jollekin
N € N ja C' < oo pitee
(12.8) |<T,g>| < C sup sup (1+ |z[H)N |0%g(x)] kaikilla g € S(R?).

|a| <N zeRd

HUOM: Jos TR € &, sillom T+ Re S, \T € S'.
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ESIMERKKI 12.7. (i) Jos f € LP(RY), 1 < p < oo, silloin

T(g) = [ f(@)gla)ds
R
on temperoitu distribuutio. Eli samaistuksen f =T kautta, jokainen LP-funktio f € S'.

Nimittdin Holderin epayhtilon avulla, kun ]—12 + % =1,

d
= < pal9) [l (122 e = Cpalg).

) < [ @0+l o) e

(ii) Sana "temperoitu" wiittaa siihen, ettd distribuution T € S'(R?) kiytds ddretto-
myydessd on kontrollissa. Ja kontrolli saadaan siti kautta, etti testifunktioiden g € S(R?)

adrettomyyskaytos on tarkasti sidadelty. Niinpa (MIKSI ?) jokainen polynomi

P(z)= Y cux*€SRY), aeN

la|<m
mutta funktio fo(x) = el ¢ S'(RY) —  siis Tp € S'(RY), mutta Ty, ¢ S'(RY).

(iii) N.k. delta-funktio pisteessi a € R,

8alg) = g(a) (< llglle <polg)) g€ SRY,

on tyypillinen distribuutio; y.0. arvion nojalla 6, € S'(R?).

(iv) Delta-funktio voidaan tulkita mittana — yleisemminkin, jokainen R%:n ddrellinen

Borel mitta pp € S'(R?), kun luonnollisesti < p, g > = [pq g(x)dp(z).

(v) Kuten kaavan (12.7) jalkeen huomattiin, jokaisen LP-funktion Fourier muunnos
Fi8S®RY—=C,  <fg>= | fl@)j)de, geSRY),
Rd

on temperoitu distribuutio, j? € S'. Mutta tulemme pian ndkemddin, ettd jopa helpon LP-

funktion Fourier muunnnos voi olla aito distribuutio, ei siis edes mitta.

(vi) Jne., jne. ... Alla tulee vastaan monta muuta erilaista esimerkkid !
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XII.3. Distribuutioilla operoiminen; derivointi ja funktiolla kertominen. Di-
stribuutioille voidaan maaritelld ldhes kaikki analyysin normaalit operaatiot, derivointi,
funktiolla kertominen, konvoluutio, Fourier muunnos jne..

Idea kunkin késitteen distribuutio-version maarittelyyn haetaan luonnollisen analogian
kautta: Tehdéaén k.o. operaatio funktiolle f, katsotaan miten silloin muuttuu vastaava line-
aarikuvaus 7', ja maaritellaan muunnos yleiselle distribuutiolle tasmalleen samalla muun-
noskaavalla.

Tyypillisena ja ensimmaisené esimerkkina tarkastellaan distribuution kertomista siledlla

funktiolla ¢ € C*(R?). Jos esimerkiksi ¢:n kaikki derivaatat ovat rajoitettuja, silloin
o(x)g(z) € S(RY) jokaisella g € S(R?).
Yleisemminkin, tdmé pétee jos ¢:n kaikki derivaatat ovat polynomisesti rajoitettuja:

LEMMA 12.8. Olkoon ¢ € C*(RY) sellainen, etti jokaiselle multi-indeksille o loytyy M =
M, ja C = C, niin ettd

(12.9) 10%(x)| < C(1+ 2D kaikilla v € R™

Télloin ¢g € S(R?) kaikilla g € S(R?) ja kuvaus g — ¢g on jatkuva lineaarikuvaus ava-
ruudella S(R?).

Todistus. Harjoitukset. [J
Ja jos f € L?, silloin

Toslo) = [ 0la) fla)gla) da = Ty(ea)

Talld analogialla, kun (12.9) pétee, voimme mééritelld yleisen distribuution T € §’ ja

funktion ¢ tulon

(12.10) ¢T : S(RY) — C, <¢T,g>:= T(¢g), gecSRY.
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Se ettd ¢T € S’ seuraa lemmasta 12.8. Erityisesti, distribuution ja polynomin tulo on

distribuutio.

HUOM. Jos distribuution kertominen C*°-funktiolla onnistuikin helposti, yleensa distri-

buutioita ei voi kertoa keskenaan.

Yksi distribuutioiden mielenkiintoisimpia ja hyodyllisimpid ominaisuuksia on se, etta
niitd voi derivoida ja saatu tulos on yha distribuutio — derivointia voi siis toistaa daret-
toméan monta kertaa ! Mutta kuinka tdmé on mahdollista, jos jo epajatkuvat LP-funktiot
ovat distribuutioita 7

Yo. filosofian mukaisesti, katsotaan ensin mitd derivointi tekee siledd funktiota f(x)
vastaavalle distribuutiolle Ty € &'. Jos f € C'(RY) ja (esim.) 9,,f € L>*(R?), silloin

kaikilla g € S(R?) tulo g(x) d,, f(x) on integroituva, ja osittaisintegrointi antaa

/]Rd Ox, f(x) g(w)dx = — g f(2)0p,9(x)dx = —T(0r,9),

missd J;,9 € S (R?) Lauseen 9.13 mukaan. Tosin sanoen, f:n jmnetti osittaisderivaattaa
vastaa kuvaus g — —T¢(0,,9 ).

Vastaava konstruktio voidaan tehda kaikille temperoiduille distribuutioille.

MAARITELMA 12.9. Jos T € S8'(R?) on temperoitu distribuutio, mddrittelemme sen

(distribuutio)derivaatat 0,, T kaavoilla
<0, T, g>:= — <T,0,,9 >, j=1,...,d, geS(RY).
Erityisests
(12.11) < 0T, g>= (-l <T 0% > geSMRY, aeN.
Toisin sanoen, jokaisella distribuutiolla on kaikkien kertalukujen (distr.) derivaatat 0“T,
a € N4, Lauseen 12.3 mukaan 0*T € &'(RY), silld
| < 0T, g>| = |<T, 0% >| < Cpn(0“9) < Cpnija(g), g€ SRY.
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Niinpi jokaisella funktiolla f € LP(R?) on kaikkien kertalukujen distribuutioderivaatat,

mutta yleensd ndmé eivit tietenkddn endé ole funktioita.

ESIMERKKI 12.10. (i) Jos f(x) = %, x € R\ {0}, silloin f € L>(R) ja

||’

[e) 0 00
<flg>=—<f, ¢ >= —/_ ‘%g'@)d:v: /_ g'(a:)dx—/o g (z)dx
= 9(0) +9(0) = 2<do, g >, g € S(R).

Siten %f = 20p.

(i1) Mitd ovat derivaatat &, ja xoy ? Tiedetaan etta oy € S'(R), wort. (12.11), ja
etti xoy € S'(R), wrt. (12.10).  Lasketaan: Kun g € S(R),

<&, 9 >= —dl(d) = —4¢'(0) (eikd enempdd voi sanoa);
<xdy, g >=<08),xg >= —<d (xg) >= — <o, xg'(z) + g(x) >= —g(0).

Siis 0y = —dp.

(#ii) Olkoon f(x) = |sin(x)|, z € R.

Tamd f € L>®(R); mitd ovat " ja f" ¢ Lasketaan taas: Kun g € S(R),

o0 o0 (k+1)m
<figs=—<fid = / sin(a)| (@) de = 3 (=1 / sin(z) g'(z) de
—00 k=—o00 km
(3] x 0 (k+1)m
=Y (-1 :”” sin()g(r) — 3 (~1)H / T os() g(x) di
k=—o00 T k=—00 km
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Laskun mukaan

) = cos(z) : 2nm <z < (2n+ 1), (ne)
— cos(z): 2n+ 7w <z <2(n+1)r.

eli f:n distribuutioderivaatta = tavallinen derivaatta. Reaalianalyysin mukaan ndin pitdd
ollakin, vrt. (A.1.8), silld f € Lip1(R) ja siten f abs. jatkuva sekd f' € L*®(R).

Entd toinen derivaatta ?

00 (k+1)m
<flig>=—-<f ¢ >= Z (—1)’““/ cos(z) ¢'(z)dx =
k=—o00 km
> (k+1)m (k+1)m
= - Z [(—1 k . cos(z)g(x) + (—1)’“/ sin(x) g(z) dx|.
k=—o00 ™ km
Siis
<fg>=2 3 glkm~ [ |sina)|gle)d

k=—o00

missd sarja suppenee itseisesti (vrt. Harjoitukset).
Edellisen esimerkin funktiolle f(z) = | sin(z)| néyttaisi siis patevin
(12.12) f=2" O —|singl

Mutta mita tésséd tarkoittaa distribuutioiden daretén summa ? Eli missd mielessd sarja

(12.12) suppenee 7!

MAARITELMA 12.11. Olkoot T, T; € S8'(R?). Sanomme, etti
T, - T S’ : ssa,

jos kaikilla g € SRY), < T;,9 >—<T,g > kunj— oc.
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Toisin sanoen jono distribuutioita suppenee mikéali kaikki vastaavat testitulokset
< Tj, g > suppenevat; Funktionaalianalyysin kielelld ilmaistuna tama tarkoittaa ettéd
T; — T avaruuden S'(R?) w*-topologiassa eli heikko* -topologiassa.

Kun vield palataan Esimerkkiin 12.10 (iii), huomataan ettd summa » ;- g, suppenee
S':ssa,

o0

00 M
<Y km g > = Jim Y <Okmg>= > glkm), VgeSR).
—-M

k=—o00 k= k=—o00

(MIKSI sarja Y .- g(km) suppenee ja MIKSIon > ;7 _ &k € S'(R) 7).
Yhteenvetona, funktiolle f(z) = |sin(z)|, z € R, pitee f” = 2> "2 0k — |sinz|,

missi sarja suppenee S’:ssa.

XII.4. Temperoitujen distribuutioiden Fourier muunnos. Palataan taas iden-
titeettiin [p, f(f)g(f) dé = [ga [(x)g(x)dz ja sen tulkintaan (12.7), jossa LP-funktion

Fourier muunnos ymmaérrettiin temperoiduksi distribuutioksi,
fi8S®Y—C,  <fg>= | fl@)glz)ds, geSRY.
R4

Distribuutio-filosofian mukaisesti tasta saadaan luonnollinen Fourier muunnos kaikille tem-

peroiduille distribuutioille.

MAARITELMA 12.12. Temperoidun distribuution T € S'(RY) Fourier muunnos

T € 8'(RY) on distribuutio, joka saadaan kaavalla

(12.13) <T,g>=<T,7 >, g € S(RY).

Koska g — 7 jatkuva S(RY) — S(R?) ja T : S(RY) — C jatkuva, tosiaankin Te S'(RY).

HUOM: (i) Koska F : S(R?) — S(R?) on bijektio, Fourier muunnos on myos S'(R%):m
bijektio. Erityisesti jokainen T € &'(R%) on muotoa T = R yksikisitteiselld R € S'(R?).
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(ii) Jos T} = T avaruudessa &', silloin fj — T samoin &":ssa, silli

A~

<Tjg>=<T;G>—=<T,G>=<T,g >, Vg € S(RY).

Sama pétee tietysti toisinkin péain: Jos f’] — T avaruudessa S’ , niin talléin - T; — T
S':ssa.

(iii) Jos f € LP(RY), 1 < p < oo, silloin F olemassa S'(R%):m alkiona (silld f € S'(RY)).
Mita tésté distribuutiosta voi sanoa ?

Kun g € S(R?), saadaan

< f,9>—<fxBom,9>= / f(x)g(x)dx — 0 kun M — oo.
|z|>M

Siis X — f S':ssa; kohdan (i) nojalla F( xpoanf) — f avaruudessa S, eli

(12,14 | o) ©ac1de »<Fg>  Vges®)

Liséksi fxpo,m) € L*(R?), joten (fXB(O,M))A(g) on se vanha tuttu Fourier muunnos, jonka

S’-rajana fsaadaan. Néin luvun alussa esitetyt vaatimukset tulevat taytettya.

ESIMERKKEJA. (i) Jos a € R?,
<barg>=<6,7>= gla) = /]Rd e " g(x)dr,
mistd huomataan:
(12.15) bo(x) = e, a € R
Kun valitaan a = 0 saadaan

(12.16) So(z) = 1.

(ii) Eksponenttifunktion Fourier muunnos saadaan joko kddnteismuunnoksen avulla, tai

suoraan laskien: < ei® g > =< ¢ G > = [, G(x)dr = (2m)%g(a), Lauseen
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9.8 mukaan. Siten

—

(12.17) eir = (2m)% 6, a € R% erityisesti 1 = (2m)%,.

(iii) Koska jokainen testifunktio hévidé dérettomyydessé, niin selvéstikin d, — 0 distribuu-
tiomielessd kun |a| — oo. Siispid samaa pitee Fouriermuunokselle, eli e7% — ( distribuu-
tiomielessd kun |a| — co. TAmé on ensiajattelemalta hieman yllattavaa! Tuloksen voi toki

todistaa myos suoraan osittaisintegroinnilla (HT).

(iv) Kun T' € &', sekd 0,T € S’ ettd x;7 € S'. Mitkd ovat silloin Fourier muunnokset G/JT
ja 95/]? , piteviitkd Lauseen 9.13 yhtilot edelleen ? Lasketaan: kun g € S(R?),

<OT,g>=<0T,G>=—<T,0§>=<T, (i;g) >=<T,iz;9 >=<iz;T, g >
Siis
(12.18) (0°T)™ = (i&)°T, T eS8 (RY, «eN-
Vastaavasti,
<;ﬁ,g >=<uzT,g>=<T,z;9 >=<T, —-i0;g >:<z'6ﬂA“,g >
eli
(12.19) T = F((—iz)*T), T eS8 RY, aeN.

(v) Kun P(z) = 37,/ Ca®® on din muuttujan polynomi ja T' € &', silloin P(x)T" € &'
ja ylldolevan mukaan (P(z)T)” = P(i@g)f, misséd P(i0¢) = 3, < Cai*0%. Kun tissi
valitaan T'=1 € &’ ja yhdistetdédn laskuun (12.17), ndhdaén etta

(12.20) P(¢) = (2m)4P(i0e) 6y = (2m)* Z Co 1% 0%, kun P m.v. polynomi.

laf<m

120



XII.5. Singulaarinen integraali. FEdellisessa osaluvussa padasimme laskemaan muu-
taman perusfunktion/distribuution Fourier muunnoksen, ja harjoituksissa selvitetdén viela

lisda esimerkkeja, mm. monissa tilanteissa tarvittavat muunnokset funktioille

(12.21) fl@)=r0, 2eRN{0}, O0<y<d

Huomaa ettd (12.21)m funktio f = fx{u<1} + [X{e>1y = fi + fo missd fi € L'(RY),
silld v < d, ja jalkimmiinen tekiji f, € LP(R?), kunhan valitaan p < oo riittéviin suureksi.
Esimerkin 12.7 (i) mukaan f siis méérittelee temperoidun distribuution.

Jo nyt olemme loytaneet funktioita (vakiot) joiden Fourier muunnokset eivit enéé olleet
funktioita. Delta-funktion voi kuitenkin tulkita mittana. Lasketaan siksi esimerkki funk-
tiosta f € L>®(R), jolle fon aito distribuutio - ei edes mitta.

Esimerkissi 12.10 néytettiin, ettd jos f(z) = 7, = € R\ {0}, derivaatta Lf = 25.

Ottamalla tastd Fourier muunnos saadaan

Voisimme siis ajatella etta

~ 2
(12.22) oy = -2
§
Pulmana on téssé kuitenkin ettd dimensiossa d = 1 funktio h(§) = —% ei ole integroi-

tuva missdan origon ymparistossé, eiké se siksi ole sellaisenaan distribuutio — méaritelméa
Tu(g) == [ h(£)g(€) dE ei ole miclekiis useimmille g € S(R).
Suureen % operointi S(R):114 vaatiikin uuden tulkinnan. Idea on seuraava: Vaikka sin-
% 1

gulaarista integraalia [~ 1g(z)dz, g € S(R), ei voikaan mééritelld tavallisena Lebesgue

integraalina, se voidaan ottaa n.k. padarvointegraalina (engl. "principal value integral").

MAARITELMA 12.13. Olkoon h € L*(R). Asetetaan

<1 1
(12.23) p.v./ —h(z)dx := lim — h(z) dx,
—oo & e=0 5<|z|<é x

mikali k.o. raja-arvo on olemassa.
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Y.o. méaritelmén idea on katkaista 1/x:n singulariteetit symmetrisesti origon suhteen,
jolloin esim. (hyvin méériteltyjen) integraalien summa
! M
(12.24) / —dx+/ —dxr = 0, Vi<e<M<oo.
M & T

Lahtien tasta liikkeelle padsemme hyddyntaméan sopivia kumoutumisilmioita.

LAUSE 12.14. Pdaarvointegraali

(12.25) p.v. /_00 ég(x) dx

o0

on olemassa jokaisella g € S(R). Itse asiassa, (12.25) mddrittelee temperoidun distribuution

pv.= e S'R).

Todistus.

/ Mdm — / g(x) dl‘—I—/ g(l‘) dx
e<lej<t ¥ e<lzl<1 ¥ I<fgl<l

Kun g € S(R), |g(z)| < ﬁ‘(gl)g ja siten yo. integraaleista jalkimmaéinen suppenee tavallisessa

9@l g < [Tl
/|x>1 < /1 < pi(g)

mielessa,

3

Jéljelle jadville integraalille, kumoutumisen (12.24) nojalla

[ Dy [ doma0
e<lzl<1 T e<|z|<1 x

Viliarvolauseen mukaan [g(z) — ¢(0)| < max|cj<1 |¢'(Q)| || < p1(g)|x| aina kun x € [-1,1].

Siispa, integraali f_ll %ﬂ dr < 2pi(g9) < o0, ja kun e — 0

—g(0 —g(0
/ gl@) 90) =90 ‘/ 9(z) — g( )‘ < ()
e<lzl<t T |lz|<1 T lz|<1 T
Yhdistdmalla arviot ndhdaén, ettd padarvointegraali (12.25) suppenee ja ettd se méa-
rittelee distribuution
1 1
pv-— i g = P, Eg(a:) dx, geSR). O

—00
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HUOM: Vastaavasti maaritelldan padarvointegraalit

(12.26) Hg(z) = p.v.l /00 9(x) dx == ( lp.v.l , g(z—x)) z € R,

T) o2 —T T

ja samanlainen pééttely antaa, ettd (12.26) suppenee jokaisella g € S(R) ja z € R.

KYSYMYS. Enta jos g € LP(R) ? Suppeneeko (12.26) m.k. z € R. Entd onko Hilbert

muunnos H g jatkuva operaattori LP(R):ssd 77

Lopuksi, koska p.v.2 € &'(R), voimme miettid sen Fourier muunnosta. Lauseen 12.14

vol tulkita muodossa

1 1 ,
(12.27) ~ X{e<i<ty = PV S’ ssa.

Niinpa

1 ) 1
F (p.v.;) = llg(l)]: (E X{a<|x|<i}) S’ : ssa.

Toisaalta kun 0 # £ € R,

L i 1 . , 1
- €T 1 — L B dr — — 1 4
/€<|I|<i e x /€<|x<i (cos(éx) — isin(Ex)) do 2/ sin(z) dx

T i

= —2@'é—’ /; é sin(|¢|z) dx — —2ié—’ 000 é sin(z) de = —m’é—’

kune — 0, silld [;° 522 dy = 2 (Harjoitukset 4). Téssé perhe {fsl/g L sin(||z) dx - e > 0}
on tasaisesti rajoitettu (MIKSI?), joten esim. Dominoidun Konvergenssin lauseen nojalla
yo. raja-arvo suppenee myos S’:ssa. Yhteenvetona, S’(R) : n alkioina
1 x
(12.28) F (p.v.—) = —mi—.
3 |z]
Otetaan téstéd kiddnteis-Fourier muunnos: Lauseen 9.14 (i), tai Huomautuksen 9.15 mukaan

(Ftg)(z) = 2m)*(Fg)(—z) kun g € S(R); Harjoitustehtévistd taas tiedetiéin etté
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<F T, g>=<T,F'g>kun T € §'(R). Siispi

(7 (—m;—‘) R S I T

|z] 21 J o |2l

i [ =z 1 T
= 5 de = — il
2/oo|a:|g<‘”> ! —2i<f(|x|)’g>’

missa toiseksi viimeinen yhtasuuruus kiaytti muuttujan vaihtoa. Yhdistamalld tdma kaavaan
(12.28) saamme ratkaisun dilemmaan (12.22),

T , 1 ,
F (m) = -2 p.v.g e S'(R).

XI1.6. Distribuutioiden konvoluutioista. Schwartzin funktioiden konvoluutiot toi-

mivat hyvin yhteen Fourier muunnoksen kanssa; muistamme Lauseesta 9.3 etta
(12.29) (g% h) (&) =G h() kaikilla g,h € S(RY).

Voisiko jotain vastaavaa pited myos temperoiduille distribuutioille ?

Pulmana on jalleen kerran se ettei yleisten distribuutioiden tulo ole maéaaritelty, eiké
siksi kaava (12.29), tai konvoluutio 7' * R ylipddtdén, voi toimia kaikille distribuutiopa-
reille T, R € S'(R?%). Mutta joissakin (tirkeissi) erikoistapauksissa konvoluutio on hyvin
madriteltavissa.

Aloitetaan seuraavalla havainnolla.

LEMMA 12.15. Jos f € LY(R%) on kompaktikantajainen, s.o. f(x) = 0 jonkun rajoitetun

joukon ulkopuolella, silloin
FeC®RY ja 9°feL®RY)  VaeN.
Todistus. Jos f on kompaktikantajainen L'-funktio, |Hx\|°“f(a:)HL1(Rd) < R|0a|HfHL1(Rd),

kun sédde Ry on valittu niin, ettd f havidd kuulan B(0, Ry) ulkopuolella. Silloin Lausees-

~

ta 9.4 ja kaavasta (9.5) seuraa induktiolla, ettd Fourier muunnoksella f(£) on kaikkien
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kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat, joille patee 0% f(€) = ((—z z)* f (x))A(f) kaikilla

multi-indekseilld o € N%. Jilkimméinen viite seuraa perusarviosta [|gll < |9z ey O

Koska kompaktikantajaisille funktioille LP C L', Lemma toimii yhtd hyvin kaikissa LP-
avaruuksissa, 1 < p < oco. Lemman avulla taas voimme maéritelld kompaktikantajaisen

funktion ja distribuution konvoluution, kéyttden kaavaa (12.29) esikuvana.

MAARITELMA 12.16. Jos T € §'(R?) ja f € L*(RY) on kompaktikantajainen, konvoluutio
[+ T € S'(RY) mddritelliin kaavalla (ﬁ) = fT € S'(RY).

Y1la& Lemman 12.15 mukaan f derivaattoineen on rajoitettu siled funktio ja siksi tulo
T € 8'(R%), vrt. (12.10). Niinpd myds f =T on hyvin mééritelty S'(R?):mn alkio. Edel-
leen, T"n ja funktion f distribuutioderivaattojen 0“f konvoluutiot (0*f) % T ovat hyvin

médriteltyja, silla F(0%f) = (€)™ f(£) on korkeintaan polynomisesti kasvava C'*°-funktio,
ja siksi  (i€)” fTe S'(RY), vrt. Médritelmé (12.10).

Distribuutioiden konvoluutio on erittdin hyodyllinen késite ja tyokalu, esimerkiksi so-
velluksissa differentiaaliyhtéloihin, joita késitellaan lyhyesti luentojen viimeisissé osioissa.
Voidaan osoittaa, etté konvoluutio f 7 on hyvin miéritelty silloinkin kun 7' € S'(R?) ja
f on kompaktikantajainen distribuutio. Kompaktikantajaisen distribuution Fourier muun-
noksen lisdominaisuuksien ymmartaminen vaatii kuitenkin teknisempia tarkasteluja; asiaa

luonnostellaan lyhyesti Appendixissé.

Konvoluutiota f 7T voidaan ldhestyd myos toisella tavalla, joka muistuttaa enemmén
konvoluution alkuperiistd miiritelmii, kunhan funktio f = ¢ € S(R?) on riittiviin siled,

so. Schwartzin funktio. Jokaisella h € L*(RY) voimme nimittiin tulkita

(1230 65y = [ M@)oty - a)ds = oy =) o€ SR

missé siis tulkitsemme A:n operaation distribuutioksi, misséd viimeisessd merkinnéssa se

operoi pisteen - ilmaisemaan muuttujaan.
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On luonnollista yrittdd korvata tdssa ldhestymistavassa h = Tj, mielivaltaisella distri-

buutiolla 7". Nimittéin selvéstikin (MIKSI ?7)
y— é(y —-) on jatkuva kuvaus R? — S(R?)

ja lisiksi py(d(y — +)) < Cn(1 + |y|*)V kaikilla N > 1. Erityisesti, jos 7" € S'(R?), niin
funktio

(12.31) y—= (T, ¢(y—))

on jatkuva, kasvaa enintddn polynomisesti (MIKSI?) ja siten méérittelee temperoidun di-
stribuution. Kun muistetaan tulkinta (12.30), huomataan ettd yhté lailla funktio (12.31)
on tulkittavissa konvoluutioksi ¢+ T ! Jéljelle ja& ndyttéa etta téssa tilanteessa saadut kaksi

eri tapaa tehdé konvoluutio antavat kuitenkin saman lopputuloksen.

LAUSE 12.17. Kun ¢ € S(RY) ja T € S'(RY), olkoon R € S'(RY) yhtilon R = ¢T miii-

raama distribuutio. Silloin R on jatkuva funktio, joka saadaan kaavasta

R(y) = (T,¢(y —-)), yeR?

Lauseen 12.17 avulla taas osoitetaan mm. ettd reaalianalyysisté tuttu silotus toimii myos
distribuutioille: konvolointi kompaktikantajaisella testifunktiolla antaa distribuutioillekin

C*>-approksimaation.

LAUSE 12.18. Olkoon ¢ € C(RY) testifunktio, jolle [,, ¢ = 1. Jokaiselle distribuutiolle
T € 8'(R?) pitee
¢ xT € C*(RY).

Lisdksi, jos merkitiin ¢.(z) := e ¢(x/e), € > 0, silloin . x T € S'(RY) ja

¢+ T — T avaruudessa S'(RY) kun e — 0T,

Lauseiden 12.17 ja 12.18 todistukset vaativat jonkin verran teknisié tarkasteluja, ja ne on

siksi esitetty Appendix’ssa.
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XIII. JATKUVAN FOURIER MUUNNOKSEN SOVELLUKSIA

XIII.1. Poissonin summakaava. Seuraava lause kytkee yhteen jatkuvan ja periodi-
sen Fourier muunnoksen. Sitd voi hyodyntda monissa eri yhteyksissa, tyypillisend esimerk-

kin& signaalinkésittely.

LAUSE 13.1. (POISSONIN KAAVA) Olkoon f : R — C jatkuva funktio, jolle

@) |f(@)] < C+ =)', reR  ja
@) FE©l < o +leh EER,
joillakin € > 0 ja 0 < C < co. Silloin
(13.1) Y fla+n) = Y fem)er ™, xR

Erityisesti, kun valitaan x = 0 saadaan

(13.2) M fn) = Y f2m).

n=—oo n=—oo

HUOM. Lauseen oletukset eivit ole yleisimméat mahdolliset. Huomaa myos, etta

(i) & (i) = f jatkuva.

Todistus. Asetetaan

g(x) = Z flz+ k), x €[0,1].

k=—oc0
Ehdon (i) nojalla sarja suppenee itseisesti ja tasaisesti valilla [0, 1]. Siispé g(z) on jatkuva,

1—periodinen ja sillid vastaavat Fourier kertoimet, vrt. (2.1),

1 o0 1 ) k41
’g‘(n) — /0 g(&?) efQﬂinm dr = Z \/O f(&? + k) 672m'nx dr = Z /k f(l’) 6727rinx dr

k=—o00 k=—o00

~

= / f(z)e ™ dy = f(27n), n € 2.

127



Mutta ehdon (ii) mukaan g(x):n Fourier sarja suppenee itseisesti. Siis Lause 2.8 =

S fatk) = gl) = 3 g = Y femm) et O

k:—oo n=—oo n=—oo

Jos Poissonin kaavassa halutaan samplétd f:n arvoja muilla tasavileilla, tehddén tar-
vittavat muuttujan vaihdot. Jos valitaan vélin pituudeksi L, tarkastellaan Poissonin kaavaa
pisteissé /L funktiolle z — f(Lz). Silloin (2.1):n kautta pdddymme muotoon
A 27m ‘27n

(13.3) Z flx+nL) = Z L7,

Kuten usein ennenkin, kaava on siisteimmilldén kun valitaan L = 27.

Tarkastelimme jo aiemmin distribuutiota ), d,. Sen Fourier-muunnos on helppo las-

kea Poissonin kaavan avulla. Maaritelladn tata varten hieman yleisemmin kun a > 0:
= 2 dun
nez

Tatéa distribuutiota kutsutaan usein Diracin kammaksi. Olkoon f € S(R). Valitaan kaa-

vassa (13.3) L = a ja x = 0, jolloin se voidaan kirjoittaa yksinkertaiseen muotoon

~

</\a7f>:<a_1)\27r/aaf>‘

Toisin sanoen, olemme néyttineet ettd A, = F(a~"Aay/q), ja ottamalla vield kerran Fourier-

muunnos saamme huomioimalla kampojen parillisuuden

~ 2T
(13.4) Aa = —Azw/a,

eli Diracin kamman Fourier-muunnos on my6s Diracin kampa !

Tarkastellaan seuraavana Poissonin summakaavan sovelluksena lampdyhtalod; siind va-

litsemme Lauseen 13.1 funktioksi gaussisen

(13.5) fla) = e = Fo) = \/geisW,
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vrt. (9.11).
Kerrataan ensin mita Luvussa VII.2 ja vastaavissa Harjoitustehtavissa osoitimme lam-

poyhtalosta; sielld tarkasteltiin ongelmaa

(13.6) ou(r,t) = Ou(x,t), ze[0,n], t>0,
(13.7) u(z,0) = f(x), x € [0, 7],
(13.8) uw(0,t) = wu(mt) = 0, t>0.

Néytimme etta (kun f laajennettiin parittomaksi funktioksi vélille [—m, 7r]), ongelmalla on

yksikésitteinen ratkaisu

(13.9) u(z,t) = (Hyx f)(x) = 27r/ Hi(x —y) f(y) dy,

missé (periodisella) lampdytimelld on esitys

(13.10) Hy(z) = Y e mtem

Liséksi (13.7) tulkittiin L?-mielessd, s.o. ||u(x,t) — f(2)| 12(d) — 0, kun ¢t — 0.

Avoimeksi jai, onko u(x,t) — f(z) pisteittdin alkuarvon f(z) jatkuvuuspisteissi. Sa-
moin avoimeksi jaivit useat lampdytimen perusominaisuudet, kuten (fysikaalisesti jarkevé)
vaatimus Hy:n positiivisuudesta. Mutta Poissonin summakaavalla kaikki ndmé& ongelmat
selviavét:

Kun verrataan edellisen sivun kaavoja (13.3) ja (13.10), ne ehdottavat ettd valitaan
L = 27 ja valitaan gaussinen f(z) jolle f(n) = e~ eli (13.5):ss4 otetaan s = 1/(4¢).
Silloin

(e 9]

Z f znm _ Z €_n2t6imc ja 2 Z f Jf+27Tn \/7 Z ("c+27rn)2

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

Poissonin summakaava antaa nyt lampdytimelle esitykset

(1311) i e*n t mx _ \/7 Z e %'

n=—oo n=—oo
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Tésté esityksestd Hy(x):m positiivisuus on itsestédén selvad | Ratkaisun u(z, t) pisteittai-
sen suppenemisen selvittdmiseksi puolestaan tarkistamme onko {H;};~o perhe hyvid yti-
mié. Koska o= [7 H,(z)dz =1 ensimmiisen esityksen nojalla ja H;(z) > 0 jélkimmaisen,
hyvien perheiden vaatimuksista (3.4) - (3.6) kaksi ensimmaéista seuraa heti.

Jaljelle jaa osoittaa, ettd H;(z):n massa keskittyy origoon, kun ¢ — 0. Kirjoitetaan tata

varten
(x+27rn)2 e _ﬁ
\/> E = \/;6 4t —f—Et(l'),
n=—oo
(z+27n)? e eele s .
missi Ey(z) == /T, 420€¢ % . Ensinndkin, integraali

x2 2
/ \/Eeudxg \/§6L27T—>0 kun t — 0.
s<lzj<n V 1 t

Jadnnostermin F(z) arvioimiseksi,

[\
—_
[\

%2§+% ainakun n>1, 0 <t < 1.

Kun |z| < 7, saamme siten

2 2 2
Et(x) < Ct_l/QZG_W n?/t < ct” 1/226_7’“26_7% < Clt_l/Qe_T% -0

n>1 n>1
kun ¢ — 0, ja suppeneminen tasaista pisteen x € [—m, 7| suhteen. Siksi f Ei(x)dx — 0,

ja myo6s kolmas hyvien perheiden vaatimuksista on todistettu.
SEURAUS 13.2. Lampdyhtalon (13.6) - (13.8) ratkaisulle u(z,t) pdtee

u(z,t) — f(x) kun t — 0,
jokaisessa alkuarvon f(x) jatkuvuuspisteessd x € [0, m].

Todistus. Koska { H,;}~o on perhe hyvid ytimié, véite seuraa esityksesta (13.9) ja Lauseesta

3.7. 0

Lopuksi, enté jos alkuarvolla on epajatkuvuuspisteitd ? Y1la esitettyjen ja Lauseen A.1.3

argumenttien avulla saadaan seuraava (alustava) tulos.
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LAUSE 13.3. Jos alkuarvo f € L*(—m,m) ja wu(z,t) on limpéyhtilon (13.6) - (13.8)

ratkaisu, silloin l6ytyy jono {t;}, jolle
u(x,t;) = f(x)  melkein kaikilla x € [0,7], kun t; — 0.

Voidaan osoittaa, ettd patee tarkemmin: Melkein kaikilla z € [0, 7] ratkaisujen arvot
u(z,t) — f(z) kun ¢ — 0. Taméa tulos, tai yleisemminkin tieto mille hyville perheille

{K,}1~0 avaruuden R? ytimii pitee
(13.12) lim (K, = f)(z) = f(x) mk. z € R% feLP(RY, 1<p< oo,
—

vaatii lisimenetelmié Reaalianalyysista. Erityisesti tarvitaan nk. Hardy-Littlewoodin mak-
simaalifunktion apua.

HUOM: (13.12) ei pdde kaikille hyville perheille, mutta toimii riittéavan "saannollisille"
perheille, kts. esimerkiksi |Grafakos, Corollary 2.1.17|. Lampdytimet {H,};~ toteuttavat

nama ehdot.

XIII.2. Differentiaaliyhtilon perusratkaisu. Kuten jo kurssin alkuosassa oli pu-
hetta, Fourier muunnos muuntaa vakiokertoimiset differentiaalioperaattorit polynomilla
kertomiseksi. Taméa antaa yleiset ja tehokkaat menetelmét yhtéloiden ratkaisemiseksi; kay-
dédan seuraavassa lapi vain muutama perusidea tai lahtokohta tésta teemasta.

Vakiokertoimisella lineaarisella differentiaaliyhtélolla tarkoitetaan yhtaloa
(13.13) > andu = f,

lal<m
missé f on annettu funktio (tai distribuutio) ja funktio (tai distribuutio) w on etsitty
yhtélon ratkaisu; luvut a,, o € N? ovat vakioita. Tyypillisié esimerkkeji ovat Laplace
yhtalo
Au =0 el <8§1+0x22+~"+3m3)u — 0,

tai aikaisemmissa luvuissa tarkastellut lampoyhtilo d,u = Awu ja aaltoyhtilo 02u = Auw.
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Yhtéalon (13.13) voi kirjoittaa muodossa

PO)u = f, missd P(&) == Z A&

laj<m
on d:n muuttujan polynomi. Etsitdan myos ratkaisua mahdollisimman yleisella f. Jos ote-

taan Fourier muunnos, saadaan P(i§)u = f Halutaan nyt ratkaista u: Jos 16ytyisi (distri-

buutio) E, jolle
(13.14) P(i&E = 1

silloin ehdosta @ = E f voitaisiin ratkaisu u (ainakin formaalisti) méérata. Distribuutio E
on kuitenkin mukavin méritelld ilman Fourier muunnosta; koska d, = 1, vaatimus (13.14)

on yhtépitavdd ehdon P(0)E = &y kanssa.

MAARITELMA 13.4. Olkoon P(0) = 37, ,<,, @a 0% vakiokertoiminen lineaarinen differen-
tiaalioperaattori. Distribuutio E on operaattorin P(0) perusratkaisu ("fundamental so-
lution"), mikali

PO)E = 6.

Tarkastellaan ensin muutamia esimerkkeji perusratkaisuista F € S'(R?).

ESIMERKKI 13.5. (i) Laplace operaattorille P(9) := A on P(i) = — Z?Zl &2 = —|¢%. Jos

d > 2, voimme hyddyntad Harjoitustehtivien tuloksia, joiden mukaan

1 ~ 1
fl@) = = = [ =cq' m
|42 T leP
sopivalla vakiolla cq4. Vakion cq arvon voi laskea samaan tapaan kuin alla kohdassa (ii).
Lokaalisti integroituvana ja ddarettomyydessd rajoitettuna funktiona E = —‘xlcﬁ € S'(RY),

ja sen (distribuutio)derivaatoille

~ ~ 1 -
(AE)(§) = —[EFE = |£|2W =1 = do.
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Siis AE = 4y, ja E on Laplace yhtilon perusratkaisu.

(ii) Kun d = 2, y.o. konsti ei toimi; vaitimme, ettd tasossa Laplace yhtilon perusrat-
kaisu on E(z) := 5-log|z|. Osoitetaan timd suoraan laskulla: Olkoon f(z) = log|z|.
Koska f(x) lokaalisti integroituva ja Af = 0 joukossa R*\ {0}, jokaisella g € S(R?)

<Af,g>=<f,Ag>= lim f(@)Ag(z) — Af(x)g(x)dx

e—0 |£E‘>€

= lim div [f(x)Vg(x) - Vf(:r)g(ac)] dx.

e—0 ‘$|>8

Vitmeiseen termiin sovelletaan divergenssilausetta ja pddastidan haluttuun tulokseen

<Af,g>= —lim [ (f(2)Vg(x) - g(x)Vf(z))- =ds = 2mg(0), g€ SR,

e—0 |z|=¢e |l‘|

silli Vf(z)=1m Jja [, |loglz| Vg(z)lds = O(eloge) — 0 kun e — 0.

(i11) Vastaavalla padttelylla kuin kohdassa (ii), tai ottamalla Fourier muunnos x-muut-

tujan suhteen, osoitetaan etti (0 — A)E = do(x,t) = do(x)do(t), kun

We_‘xl2/4t, t>0, Jja

0, t<0.

E(x,t) =

KYSYMYS: Onko jokaisella operaattorilla P(9) perusratkaisua E € S'(R%) ?

Formaalisti (13.14):sta saadaan
~ 1

E = ——,
P(ig)
mutta pulma on tietysti, voiko suureelle 1/P(i{) aina antaa tulkinnan, joka tekisi siita
S'(R%):n alkion - muistammehan osaluvusta XIL5, etti jos d = 1 ja P(§) = &, silloin
1/ P(i€):1le tarvittiin tulkinta padarvointegraalina,
1 1 x
. — = -F e S'(R).
pog = 57 (15)© e s®

|z]

[TARKISTA: Jos T := p.v. %, osoita ettéd tosiaan €T = 1, avaruuden S’'(R) alkioina. |
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Yleiseen tilanteeseen antaa vastauksen kuuluisa Ehrenpreis - Malgrangen lause: perus-
ratkaisu 16ytyy jokaiselle lineaariselle vakiokertoimiselle operaattorille. Ehrenpreis ja Mal-
grange esittivit konstruktionsa avaruudessa £ € D'(R?) = C°(R?) |Tissi kompaktikan-
tajaisten C'*°-funktioiden avaruudelle on annettu sopiva topologial.

Distribuutioavaruuksista S'(R?) on pienempi, so. §'(R?) C D'(R?). Yleensd oppikir-
joissa Ehrenpreis - Malgrangen lause esitetdan alkuperdisessd muodossaan, ks. esimerkiksi
[Rudin, Functional Analysis|. Lisdvaivalla voi kuitenkin osoittaa, ettd aina 16ytyy perus-

ratkaisu £ € S'(RY), ks. [Hérmander, Arkiv for Matematik 53 (1958), ss. 555 - 568].

Kun perusratkaisu E on kiytossé, vakiokertoiminen yhtélo

(13.15) Y agdu=f

lal<m
ratkeaa varsin yleisissi tilanteissa; riittés esimerkiksi ettd f on kompaktikantajainen L!-
funktio. Appendix’ssi selvitetdan kompaktikantajaisten distribuutioiden ominaisuuksia;
noiden tietojen ja alla esitettdvin avulla (13.15) ratkeaa myos kun f on kompaktikan-
tajainen distribuutio.

Yhtélon (13.15) ratkaisumenetelmén kuvaamiseen tarvitaan ensin

LEMMA 13.6. Olkoot T € S'(R?) ja f € LY(R?) kompaktikantajainen funktio. Silloin nii-

den (distribuutio-)derivaatoille pitee
ONfxT) = (0%f)«T = fx*(0°T) Va e N

Todistus. Identiteetit voi todistaa suoraan kiyttden distribuutioderivaattojen maéaritel-
méé, ks. [Rudin, Functional Analysis|. Helpoiten todistus sujuu kuitenkin Fourierpuolella:

Koska (12.18):n mukaan

~ ~

FIoo(f+T)] = (€)°FIf +T] = [(i€)* f(&)]T(€) = F(&) (i) T(€)]
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missé (i€)* f({ ) on korkeintaan polynomisesti kasvava C*°-funktio, distribuutioiden konvo-

luution eli Maaritelméan 12.16 nojalla vaite seuraa ottamalla kddnteinen Fourier muunnos.

O

SEURAUS 13.7. Jos E € S'(R%) on operaattorin P(0) := D laj<m Ga 0% perusratkaisu ja

jos f € LY(RY) kompaktikantajainen funktio, silloin
u:= f*E¢cS'(RY
ratkaisee differentiaaliyhtdlon Z\al <m Ga O%u = .

Todistus. Edellisen lauseen mukaan P(9)(f * E) = f = (P(9)E) =

x 0p = f. Viimeinen

-~

So=f-1=F O

yhtédsuuruus ndhdéén taas Fourier muunnoksen avulla; F(f * §y) =

HUOM: Sopivissa tilanteissa, kuten Esimerkin 13.5 Laplace yhtéalon tapauksessa jossa pe-
rusratkaisu tunnetaan eksplisiittisesti, pystyy kompaktikantajaisuudenkin ehtoa usein viela

lieventamaaan.

XIIIL.3. Keskeinen raja-arvolause. Gaussin kiyré nousee esiin monia eri satunnais-
ilmicitd mallittaessa - mistd tdmé johtuu ? Asian selittdd keskeinen raja-arvolause, joka
nimensa mukaisesti on yksi stokastiikan ja sen sovellusten kulmakivia. Ja keskeisen raja-
arvolauseen todistus taas perustuu Fourier muunnokseen !

Tuloksen tarkempaa selittdmisté ja formulointia varten kerrataan aluksi muutama (ai-
van perus)késite todennékoisyyslaskennasta.

e Tarkastelujen perustalla meilld on todenndkdisyysavaruus (€2, 3, P), missd P on toden-
nakoisyysmitta 2:1la, s.o. P(2) = 1, ja ¥ on P-mitallisten (2:n osajoukkojen kokoelma.

Voimme ajatella {2:aa esim. kaikkien mahdollisten kokeiden tuloksina ja ¥:aa erilaisten
tapahtumien joukkona. Esim. nopanheitossa, jos 0 vastaa kruunaa ja 1 vastaa klaavaa,

voimme valita 2 = {0, 1},
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APPENDIX:.

Oletamme tunnetuksi mittateorian perusteet, siind laajuudessa kuin ne on esitetty kurssilla
"Mitta ja Integraali". Lisdksi tarvitsemme muutamia asioita mm. kurssilta "Reaalianalyysi
I".

Alla esitetdén tarvittavista Reaalianalyysin kurssin asioista lyhyt yhteenveto; tarkem-
mat yksityiskohdat ja todistukset seké selitystd yhteyksistd muihin matematiikan kysy-
myksiin 16ytyy esim. Ilkka Holopaisen luentomuistiinpanoista "Reaalianalyysi I". Holopai-
sen muistiinpanoihin [H] 16ytyy linkki tdmén kurssin kotisivulta.

Vastaavat tarvittavat mittateorian ja reaalianalyysin tiedot on esitetty esimerkiksi myds

etusivulla mainitussa W. Rudin kirjassa "Real and Complex Analysis".

A.l. [P-AVARUUDET

Olkoon (X, o, 1) mitta-avaruus; télla kurssilla yleensi joko X = [—m, 7] ja du = dx/(27),
eli ;1 on Lebesguen mitta jaettuna 27114, tai sitten X = R? (dimensio d > 1) ja p on

Lebesguen mitta R%1l4. Kun f mitallinen funktio, merkitiin

1/p
oo = 11l = ( [ du) |

Samaistetaan funktiot f ja g, jos p—melkein kaikkialla f(z) = g(x); silloin || f| zr(u) = 0

jos ja vain jos f = 0.

A.1.1. Holderin ja Minkowskin epayhtédlot. Kun 1 <p < oo, ||f| e toteuttaa
Minkowskin epayhtalon [H, Lause 1.39],

(A.1.1) If + gllzegy < 1fllzog + 19l e -

Lisdksi ||af| te(n) = la|l| f|| L vakioilla a. Siis yo. samaistuksella, || f||rr(,) on normi ava-

ruudessa

LP(X) ={f: X — C mitallinen, ||fl|zr( < oo}
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Avaruus LP(X) on téydellinen norminsa suhteen, eli LP(X') on Banach avaruus

[H, Lause 1.45].

LP-avaruuksien keskeinen tyokalu on Holderin epayhtélo [H, Lause 1.35]: jos

1
1<p<oo, -+ -=1,
P q

ja f e LP(X), g € LX), silloin

1/p 1/q
Al d Pd £
(A12) /X|fg|uS(/X|f| u) (/X|g| M)

Kun p = oo, avaruus L*°(X) koostuu funktiosta f, jotka ovat rajoitettuja nollamittaisen
joukon ulkopuolella [eli funktioista, jotka ovat rajoitettuja modulo yo. samaistus: "f ~ ¢
jos u—melkein kaikkialla f(x) = g(z)"].

Avaruuden L*(X) normiksi otetaan funktion oleellinen supremum,

| flloee := esssup |f(z)| = inf{M : osajoukko {z € X,|f(x)| > M} on nollamittainen}

zeX
Yo. samaistuksella || f|| L~ on normi, ja L varustettuna télla normilla on téydellinen [H,

Lause 1.45].
Kéytdamme my6s merkintéé || f||z. = || f||p, kun 1 < p < oo.

A.1.2.  Konvoluutio R%ssi. Jos f,g € L'(R?), funktioiden konvoluutio h := f x g

maaritellaan kaavalla

(A.1.3) h(x) = g flz—y)g(y) dy.

Fubinin lauseen avulla voidaan osoittaa [H, Lause 2.17], ettid melkein kaikilla x € R? pitee
Jga [f(x=y)| l9(y)| dy < oo; erityisesti kaavan (A.1.3) integraali on olemassa melkein kaikilla
r € R

Fubinin lause taas on todistettu Mitta-ja integraali -kurssilla, vrt I. Holopaisen luento-

muistiinpanot tuolta kurssilta, s. 68.  [http://www.helsinki.fi/~iholopai/MitInt02.pdf].
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Muista konvoluution perusominaisuuksista mainittakoon téssé arvio
(A.1.4) 1f % gllrey < 1 fllorway |9l re)
Konvoluutio tekee mahdolliseksi LP-funktioiden approksimoinnin C'*°-funktioilla: Olkoon
K € CX(RY),

eli K #irettomisti derivoituva kompaktikantajainen funktio |Funktioiden K € C°(R9)
konstruointi : kts. [H|, s. 30.]. Télloin konvoluutiota K * f on helppo derivoida ja saadaan

([H], Lause 2.26)
(A.1.5) K x f € C*(RY) kaikilla f € LP?(R%), 1<p < 0.

Oletetaan, lisiksi ettd K (z) > 0 ja ettd [, K(z)dz = 1, sekd merkitédin K;(z) = ;5K (2).
Silloin ([H], Lause 2.34)

(A.1.6) |K: % f— flloay — O, kaikilla f € LP(RY), 1 < p < oc.

Samaan aihepiiriin kuuluu [H, Lause 2.29]:
LAUSE A.1.1. Jokaiselle f € LP(R?), 1 < p < oo, pitee

(A.1.7) lim [ |f(z+h)— f(z)[Pdx = 0.

h—0 R4
Konvoluutiolla ja Fourier-muunnoksella on ldheinen yhteys, jota selvitelldédn ja hyodynne-

taan kurssin jalkimmaiselld puoliskolla.

A.1.3. Absoluuttinen jatkuvuus. Funktio f : [a,b] — C on absoluuttisesti jatkuva,

jos jokaista € > 0 kohti on d > 0, niin etta
k
> 1 fx) = fly)l <e
j=1

aina kun (z;,y;) C [a,b],7 = 1,...k, ovat sellaisia erillisid vélejd ettd Z?Zl ly; — x| < 0.

Kurssin kannalta keskeinen on seuraava abs. jatkuvuuden karakterisointi [H, Lause 3.78|.
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LAUSE A.1.2. Jos f: |a,b] — C, seuraavat ehdot yhtdpitivid.
1. f absoluuttisesti jatkuva.

2. Derwaatta f'(x) olemassa m.k. x € [a,b], [ € L'(a,b) ja

ﬂ@=ﬂ®+/{ﬂw% re b

3. On olemassa g € L'(a,b) s.e.
f@) = f@+ [ g0dt we o]

Lauseen nojalla voimme kiyttdd vaikkapa osittaisintegrointia, kun f on absoluuttisesti

jatkuva. Eli jos esimerkiksi g € C''(a, b), pitee

(A18) /ﬁwwwﬁzmw@—mmw—/fwwww

missd f'(t)g(t) € L'(a,b) ja integraalit siis hyvin méériteltyja.

A.1.4. Pisteittiinen konvergenssi. Tarvitsemme muutamia tuloksia pistettaisesta
konvergenssista LP-funktioiden konvoluutioapproksimaatioissa Seuraava tulos seuraa ylei-

sistd LP-periaatteista, mutta esitimme sen tdmén kurssin tarvitsemassa muodossa.

LAUSE A.1.3. Jos {K;}is0 on hyvi perhe R%:n ytimid (kuten Luvussa III, Mddritelmd 3.5)
ja f € LP(RY), 1 < p < oo. Silloin loytyy jono {t;} parametreja, jolle t; — 0 kun j — oo
Jja

(K, * f)(z) = f(z) melkein kaikilla v € RY, kun j — oo.
Todistus. (Vrt. [H], Lauseen 1.43 todistus) Koska ||K; * f — f|/ppey — 0 kun ¢t — 0,
voimme valita vihenevén jonon lukuja ¢; > 0 niin ettd || K; * f — fllppre) < 277" kun
O<t<ty, 7= 1,2,....

Silloin Minkowskin epéyhtélon mukaan ||K; ,, « f — Ky, * fll ey <277, j = 1,2,...

J+1

ja samoin

| Z Ky * f = Koy % fl |l ppway < Z Koy * f = Ky, % fllopway < ZZ_j = L
= =1 =
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Niinpa Zjil | K, * f — Ky, * f| < oo melkein kaikilla x € R? joten

it
n—1
nh—>nc>10Ktn x [ = 71113;}2(](%“ * [ — Ky, *f) + Ky x f

‘]:
suppenee m. k. x € R? Koska sarja suppenee myos LP-normissa, niemme ettd raja-arvo

lim, oo K;, x f = f(r) mk. 2z € R4 O
Huomaa, etta riittdvan sdédnnollisille hyville perheille { K, },~o pétee kylla
(A.1.9) (Ki* f)(z) — f(x) melkein kaikilla 2 € R?, kun t — 0,

aina kun f € LP(R?) ja 1 < p < oo. Tamin todistaminen vaatii kuitenkin lisitarkasteluja
Reaalianalyysisté, ja erityisesti nk. Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktion hyédyntdamis-
td, kts. esimerkiksi |Garfakos, Corollary 2.1.17]. Toisaalta (A.1.9) ei toimi kaikille hyville

perheille.

A.2. BANACH AVARUUKSISTA JA LINEAARISISTA OPERAATTOREISTA

Banach avaruuksien teoriaa ja funktionaalianalyysié yleensékin voi kidyttdd Fourier ana-
lyysissé monella eri tavalla ja monessa eri tilanteessa. Kerrataan tdhéan kuitenkin vain

muutama aivan perusasia.

Jos vektoriavaruudessa E on annettu normi ||z| ja jos E on k.o. normin antamassa
metriikassa taydellinen, F:td kutsutaan Banach avaruudeksi. Talla kurssilla Banach ava-
ruuksista tarvitaan ldhinné erilaisia LP-avaruuksia seké jatkuvien funktioiden muodostamia

avaruuksia, kuten avaruus
Co(RY) :={f:R* = C jatkuva, ja f(y)—0 kun |y| — oo}
varustettuna sup-normilla || f{|e = sup,ega |.f(y)]-

Tarvitsemme my6s muutaman peruskéasitteen lineaarisista operaattoreista T': £ — F,

kun F. F' Banach avaruuksia.



LAUSE A.2.1. Jos E ja F normiavaruuksia ja T : E — F lineaarinen,
(A.2.1) T jatkuva < ||T| = sup{||Tz| : ||z| <1} < o0

Todistus. ” =7 Jos T jatkuva origossa, ||Ty| < 1 kun ||y|| <§. Siis ||z|| <1 = ||Tz| =
S| T(6z)|| < 3, josta saamme || T < 3.
"= Josw £ 0, ||Ta| = | T(Epll =l < 1T || Niinpé | Tz —Tao|| = [|T(z—0)|| <

T ||z — xo|| — 0 kun £ — xy E:n normitopologiassa. [

Ehdossa (A.2.1) méériteltyd suuretta kutsutaan lineaarisen operaattorin 7' normiksi

(ja | T|| on tosiaan normi jatkuvien lineaarikuvausten avaruudessa).

MAARITELMA A.2.2. Olkoot E, F normiavaruuksia ja T : E — F lineaarinen bijektio.

Sanomme, ettd T on isomorfismi jos on olemassa sellaiset vakiot o, > 0, ettd
(A.2.2) allz|]| < ||Tz|| < B||z||  kaikilla z € E.

Kuten Lauseesta A.2.1 ndhdé&én, jokainen lineaarinen isomorfismi on homeomorfismi
E — F; my6s kddnteinen patee. Koska isomorfismi séilyttdd Cauchy jonot, tdydellisyys

sdilyy lineaarisissa isomorfismeissa.

LAUSE A.2.3. Olkoot E ja F normiavaruuksia seki T : E — F lineaarinen isomorfismi.

Silloin E on tdydellinen jos ja vain jos F on tdydellinen.

A.3. LISATIETOJA DISTRIBUUTIOISTA.

A.3.1. Distribuution ja testifunktion konvoluutio. Luvussa XII.6 annettiin ki-
tevi tapa midiritelld kompaktikantajaisen L!-funktion f ja distribuution T € &'(R¢) kon-

voluutio. Jos kompaktikantajaisten funktioiden sijaan tarkastellaan testifunktioita, eli jos



f = ¢ € S(RY), silloin konvoluutio voidaan méiritelli myds toisella tavalla, joka muis-
tuttaa enemméin konvoluution alkuperiisti méiritelmid. Nimittdin funktion h € L'(R?)

konvoluutio ¢  h testifunktion ¢ € S(R?) kanssa voi tulkita muodossa

(A31) 6% h(s) = [ hla)oly o) = (T, oy = )

eli siis tulkitsemme h:n operaation distribuutioksi, missé viimeisessa merkinnéssa se operoi
pisteen - ilmaisemaan muuttujaan.

Osoitamme seuraavaksi, ettd tdmé vaihtoehtoinen ldhestymistapa on jéarkeva vaikka
h = T}, korvattaisiin mielivaltaisella distribuutiolla 7". Todetaan tatd varten aluksi, etta
selvastikin

y > d(y —-) on jatkuva kuvaus R? — S(R?).
Koska kaikilla z,y € R? on
(1+ ]z —yl*) < 201+ [2[)(L + |y,
pitee py(d(y —-)) < On(1+ |y kaikilla N > 1. Toisaalta, jos T € S'(R?), silloin
(T, ¢(y — NI < Cpn(d(y —-)),  joillakin N € N, €' < cc.

Siten funktio

(A.3.2) y = (T, 6(y —-))

on jatkuva, kasvaa enintadn polynomisesti ja ndin mééarittelee temperoidun distribuution.
Kun muistetaan tulkinta (A.3.1), huomataan etté yhté lailla funktio (A.3.2) on tulkittavissa
konvoluutioksi ¢ x T' !

Jaljelle jaa siis ndyttad ettd Maaritelméan 12.16 lahestymistapa ja (A.3.2) antavat saman

lopputuloksen.

LAUSE A.3.1. Kun ¢ € S(RY) ja T € S'(RY), olkoon R € 8'(R%) yhtilon R = ¢T mid-

radamd distribuutio. Silloin R on jatkuva funktio, joka saadaan kaavasta

R(y) .= (T,¢(y —-)), yeR?



Huomataan aluksi etti ehto R = g/g T misris temperoidun distribuution, silla distribuution
kertominen testifunktiolla on hyvin mééaritelty operaatio.
Lauseen A.3.1 todistus vaatii muutaman aputuloksen. Ensimmaéinen niista osoittaa, etté

kompaktikantajaiset testifunktiot ovat tiheéssa kaikkien Schwartzin funktioiden joukossa:
LEMMA A.3.2. C®(R?) on tiheissi avaruudessa S(RY).

Todistus. Valitaan aluksi kompaktikantajainen testifunktio 1) € C>(R9) jolle supp(z) C
B(0,2) ja ¢ = 1 pallossa B(0,1). Olkoon g € S(R?) mielivaltainen. Helposti tarkistetaan
(HT), ettd ¢ (z/k)g(x) — g(z) avaruudessa S(RY) kun k — co. [

Toinen tarvittava aputulos on erdéanlainen Fubinin lauseen vastine distribuutioille:

LEMMA A.3.3. Olkoon T € S'(R?) ja h € C*(R*™) kompaktikantajainen testifunktio
(d + d')-ulotteisessa avaruudessa (jos = € R kirjoitetaan z = (x,&), missi x € R? ja

¢ € RY, vastaavasti h(z) = h(x,£)). Silloin

[ pega = [ @nc.ea

Todistus. Oletetaan notaation yksinkertaistamiseksi, ettd d' = 1, yleisen tapauksen todis-
tus on tdysin samanlainen. Liséksi skaalaamalla ja translatoimalla voimme olettaa, etta h:n
kantaja supp(h) C [0, 1]4+7".
Merkitaéan
i) = [ hwgde= [ g
R4 [0,1]¢

Tarkastellaan tdmén integraalin diskreetteja approksimaatioita
| X
Hy(z) = - Zlh(x,j/K) K=12,...
j:
el . . —1 d
Viliarvolauseen nojalla [h(z, §) — h(z,j/K)| < K™ supeeij_1)/x /i) | ge (2, €)] kun
§€l(j—1)/K,j/K], joten

|Hg (z) — H(z)| < K~' sup |

d
_h xaé. 9
ceo1] d€ (,9)l



ja derivoimalla H:n maéaritelméssa integraalin alla ndemme vastaavasti mielivaltaiselle de-
rivaatalle 0“ muuttujan = suhteen

|0“Hg (x) — 0%H ()| < K™ sup ]

Sup [3e0" w8l

Ottamalla tissd supremum yli pisteiden z € [0, 1]¢ ja indeksien |o| < N ja huomioimalla,

d+1

ettd h:n kantaja on joukossa [0, 1]**! saamme

d
pN(HK—H) < KﬁlcN sup H@O‘d—thLoo([m]dH) — 0 kun K — oo.

la] <N

Erityisesti siis Hx — H avaruudessa S(R?) ja voimme laskea

(L) = Jim (T i) = Jim = ST G/ = [ (T b €)ds

K—oo K—oo
J=1

mika onkin juuri todistettava vaite. Padttelyn viimeinen askel kdytti hyvikseen kuvauksen
€ (T, h(-,€)) jatkuvuutta, miki seuraa siitd ettd kuvaus [0,1] 3 € — h(-,€) € S(R?) on
selvistikin jatkuva (HT). O

Lauseen A.3.1 Todistus. Oletetaan ensin, etti ¢ € C>°(RY).

Jos T € 8'(R?), tarkastellaan funktiota Ry(y) := (T, é(y — -)); edelli kaavan (A.3.2)
yhteydessi osoitimme, ettd Ry € S'(RY)NC(RY). Meidin tulee nyt niyttii, etti sen Fourier
muunnos Ry = ¢ 7.

Jos 1 € S(RY), silloin

(A.3.3) (Ro, ) :/Rd<T’ ¢(y—-)>$(y)dy=/ (T, O(y) oy —)) dy

Rd

Toisaalta Lauseen 9.17 avulla saadaan

(6T, v) = (T,¢0)=(T, f<$w>> = (T, (27)"(F?) = V)
(A.3.4) = / U(y dy)
silla (F2¢) (x) = (2m)¢¢(—x), vrt Lause 9.14 (i).
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Kun verrataan kaavoja (A.3.3), (A.3.4) ja hyédynnetdan Lemmaa A.3.3, ndhdédén ettd
<R0,$> = <$T\, V) = <§,¢> = (R, 1Z> aina kun 15 € C>*(RY). Koska kompaktikantajaiset
testifunktiot ovat tiheiissi avaruudessa S(RY) Lemman A.3.2 mukaan ja Ry, R : S(R?) — C
ovat jatkuvia, tuo identiteetti pitee kaikilla ¢ € S(R?).

Olemme siis osoittaneet, etti Ry = ¢ T, kun ¢ € C>®(R%). Yleinen tapaus ¢ € S(R?)
seuraa tistd (TARKISTA), silli C>°(RY) on tihedi Schwartzin avaruudessa S(R?). Lause
A.3.1 on néin todistettu. U

Lauseen A.3.1 avulla osoitetaan mm. ettd reaalianalyysistd tuttu silotus toimii myos
distribuutioille: konvolointi kompaktikantajaisella testifunktiolla antaa distribuutioillekin

C*°-approksimaation.

LAUSE A.3.4. Olkoon ¢ € C(RY) testifunktio, jolle [p, ¢ = 1. Jokaiselle distribuutiolle
T € 8'(R?) piitee
¢ xT € C(RY),

Lisdksi, jos merkitiin ¢.(z) := e ¢(x/e), € > 0, silloin . x T € S'(RY) ja
¢+ T =T avaruudessa S'(RY) kun e — 0T,

Todistus. Kuten edelld, olkoon R(y) := (T, ¢(y —-)) = (¢ * T)(y), y € R4, jolloin R €
S'(R?) N C(RY). Harjoituksissa osoitetaan, ettéd 1[¢(z + ee;) — ¢(z)] — 9;¢(x) avaruuden

S(R?) metriikan suhteen, kun e — 0. Siispi

m | =

[R(y +ee;) = R(y)] = (T, 9;(y —-)).

Koska yhé 0;¢ € C2°(R?), huomataan ettd R:1l4 on jatkuvat osittaisderivaatat, ja iteroi-
malla titd piittelyi saadaan R = ¢ x T € C®(R?).
Konvergenssiviite puolestaan tulee todistetuksi esimerkiksi kun néytamme, etta ;b\e T —

T avaruudessa S'(R%), eli ettil jokaisella g € S(RY) on (. T, g) = (T, ¢ g) — (T, g).
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Mutta on helppo néyttaa etté ng(g)g(g) = gg(s{)g(f) — $(O)g(§) = g(&) avaruudessa S(R?)

kun ¢ — 0%, kiyttden Leibnitzin sdantoa seka arvioita
Be-11< [ lo@le < —tide <elel [ lellotallde ja [0°[3(e0)]| < &1 07 |
Lause A.3.4 on ndin tullut todistetuksi. [J

Yhteenvetona, C*°(R?) on tihed S":ssa !

Téamén osion paatteeksi palaamme Hilbert-muunnokseen reaaliakselilla,

Hg(z) = p.v%/oo 9(@)

0 BT

jonka jo méadrittelimme osiossa XI1.5. Méarittelemme tété varten merkinvaihtofunkion sgn :

R — R asettamalla sgn () = 1 kun « > 0, sgn (0) = 0 ja sgn (z) = —1 kun x < 0.

LAUSE A.3.5. Hilbert-muunnokselle H pitee: (i) Jos ¢ € CX(R), niin
F(Ho) = —isgn(§)e(E).
(ii)  Hilbert-muunnos laajenee bijektiiviseksi isometriaksi H : L*(R) — L*(R).

Todistus. Olkoon ¢ € C'2°(R). Silloin Hilbert muunnoksen médritelmé, kts. (12.26), yhdis-
tettyné lauseeseen A.3.1 nayttad, etta

Hop = %(pvl) * Q.

x

Viite (i) seuraa ottamalla Fourier-muunnos puolittain ja muistamalla, ettd kaavan (12.28)

mukaan ]-"(p.v.%) = —imsgn; erityisesti siis F(H¢@) = —isgn (f)gg(f) kun ¢ € C°(R).
Koska Fourier-muunnos on isometria avaruudessa L?(R) (vakiota 27 vaille), voimme

laskea suoraan kun ¢ € C*°(R):

JLLEREE //ffw QPde = o= [ |- isem(©@d(EPde = - [ 19(€)Pde
= [ 16w Paz.
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Téten H on isometria méérittelyjoukossaan C>°(R), joka on L?(R):n tihed aliavaruus, ja
siispé se laajenee isometriaksi koko avaruuteen L?(R), vrt. Lause 11.1. Vihdoin bijektiivi-

syys seuraa, kun havaitsemme (i)-kohdan avulla, etti H?¢ = —¢. O

A.3.2. Kompaktikantajaisen distribuution Fourier muunnos. Kompaktikan-
tajaisilla distribuutioilla ja niiden Fourier muunnoksilla on erinomaisia lisiominaisuuksia,
joista on paljon hyotyéa esim. differentiaaliyhtéloita ratkottaessa. Mm. kompaktikantajaisen

distribuution ja yleisen distribuution konvoluutio on mahdollista méaaritella.

Jos T € §'(R?) ja 2 C R? on avoin, sanomme etti rajoittuma T‘Q = 0, mikali

<T,g>=0 aina kun g € S(RY) ja supp(g) := {z: g(z) #0} C Q.

Distribuution 7T kantaja, merkitdén supp(7’), on suljettu joukko joka méérdytyy eh-

dosta
(A.3.5) R4\ supp(T) := U {Q c R? avoin : T|, = 0}.

On helppo ndhda, ettd T havidd kahden avoimen joukon yhdisteessé, jos se havida kummas-
sakin joukossa erikseen (HT), ja tdmén nojalla ndhdaén ettd kantaja on hyvin mééritelty.

Lisdksi se on epétyhja jos T'# 0 (HT).

MAARITELMA A.3.6. &'(RY) := {T € S (RY) : T:n kantaja on kompakti }.

Ensimmaéinen esimerkki kompaktikantajaisesta distribuutiosta on tietysti dy. Yleisem-

min, 6, € £'(R?) jokaisella a € R?.

Jos T' € &£'(R?), silloin T voidaan laajentaa lineaariseksi kuvaukseksi 7' : C*°(R?) — C

seuraavasti: Valitaan ensin pallo B(0, M) C RY, joka sisiltdi distribuution T' kantajan, siis

<T, g>=0
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aina kun g € S(R?) on sellainen etti supp(g) C R4\ B(0, M). Seuraavaksi valitaan funktio
1 € S(RY), jolle

(A.3.6) Y(z) =1, kun |z| < 2M, Y(z) =0, kun |z| > 3M.
Lopuksi asetetaan
(A.3.7) <T,h >=<T,bh > hecCR%.

Suureen < T, h > méaritelmé ei riipu ¢):n valinnasta: jos ¢); on toinen vastaava funktio
jolle 91 (z) = 1 jossakin distribuution 7" kantajan ympéristossé, silloin hy) — hipy =0 T:n
kantajassa ja < T, hyp — hyy >= 0.

Edelleen, niin asetettu lineaarikuvaus 7' : C*°(R?) — C toteuttaa arvion

(A.3.8) | <T,h >| < Csup sup |0%h(z)|, h € C(R%),

z€K |a|<N
jollekin kompaktille joukolle K C R? ja joillekin C' < oo, N € N. Nimittiin, jos ¢ € S(R?)
toteuttaa ehdot (A.3.6), niin

| <T,h >| < Cpyn(h) = sup sup (1+ |y|*)"[0*(1h)(y)|

y€R |a|<N

< O sup  sup (1+[y»)N[0*h(y)]
ye€B(0,3M) |a|<N

sopivilla NV € N ja C' < oo. Téssa viimeinen arvio kdyttda Leibnitzin tulon derivoimissaan-

toa ja tietoa ettd 1 (y) = 0 pallon B(0,3M) ulkopuolella.
Kiéntéen, jos lineaarinen T : C*(RY) — C toteuttaa epiyhtilot (A.3.8) joillakin C' <

o0, N € N ja kompaktilla K C R?, silloin 7" € &'(RY) (MIKSI ?).

Yllaolevan tarkastelun mukaan kompaktikantajaisilla distribuutioilla voi operoida suo-
raan esim. eksponenttifunktioihin eg(z) := €. Voisiko silloin Fourier muunnostakin

lihestyd tilld tavalla kun T € £'(R?) ?
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LAUSE A.3.7. Olkoon T € &'(RY). Silloin Fourier muunnos T € C*(R%), ja se voidaan

(yhtdapitdvdsti) madritelld kaavalla
TE) =<T,e_e >  £eR%

Lisdkst, f(g) ja sen kaikki derivaatat kasvavat korkeintaan polynomisesti, kun & € R? ja

Todistus. Olkoon 1) € C>°(R?) kompaktikantajainen funktio, jolle ¢ = 1 distribuution 7'
kantajassa, ja valitaan M < oo niin ettéd ¢ (z) = 0 pallon B(0, M) ulkopuolella.
Ehdon T € C*(R%) todistamiscksi on oikeastaan kaksikin eri tapaa. Ensimméisessi
osoitetaan suoraan etta
o—ilEthe) s _ o—ibw

. () — —izj e ST () avaruuden S(R?) topologiasssa

ja siten % (< Tye (erhey) >—<T, e >) — < T, —tzje_¢ > kun h — 0. Vastaaval-
la tavalla saadaan muutkin osittaisderivaatat ja 0 < T,e ¢ >=< T,(—iz)%e ¢ >
jokaisella o € N¢.

Toinen tapa osoittaa, etta itse asiassa T (€) on (muuttujan ¢ € C%) analyyttinen funk-
tio, ja téstd sileyskin heti seuraa. Nimittéin, sarja e_¢(z) = >, %(5 - )" suppenee
derivaattoineen tasaisesti, kun |z| < M ja & € C4. Siksi, vrt. (A.3.7),

— (=)
<T,e¢>=<T Ye s >= Z o

n=0

<T,(§-x)" >,

ja suppenevana potenssisarjana se on analyyttinen kaikilla ¢ € C?.

Koska 9¢' T(¢) =< T,(—iz)*e_¢ >, chto (A.3.8) niyttii myds, etti
(A3.9) DT < CMPI+[ghYetimd, gec,

missi [Im&| = (JIm&y| 4 - + |[Im &) M2, € € C2. Erityisesti, kun ¢ € R?, kaikki 7(¢)m

derivaatat kasvavat korkeintaan polynomisesti.
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Jaé siis jéljelle osoittaa, ettd "uusi" f(g) = "vanha" f(f), eli ettd
(A.3.10) /d <T,e_¢>g(l)de =<T,7 >, g € S(RY).
R

Tata varten, Lemman A.3.2 nojalla voimme ensiksi olettaa, ettd g on kompaktikan-
tajainen. Oletetaan etti distribuution T kantaja siséltyy palloon B(0, R) C R? Valitaan
¥ € Cy(R?), jolle piitee 1 = 1 pallossa B(0,2R). Todistettava viite voidaan kirjoittaa

muotoon
[ <otiee > g =<t [ el >
R R4
missé 1" operoi muuttujaan z. Yhtéapitavasti
[ <Ta@ue > ae =<1, [ g@uire e >,
R R
Viite seuraa nyt soveltamalla lemmaa A.3.3 distribuutioon 7" ja kompaktikantajaiseen tes-
tifunktioon (x,&) + g(&)Y(x)e ™ tapauksessa d = d’. Lause A.3.7 on niin kokonaisuu-
dessaan tullut todistetuksi. [J

HUOM: Fourier muunnoksen analyyttisyys ja ehto (A.3.9) karakterisoivat kompaktikan-
tajaiset distribuutiot: Kuuluisan Paley-Wienerin lauseen erés versio kertoo, kts. |[Rudin,
Functional Analysis|, ettd jos f(£) on analyyttinen koko avaruudessa C ja jos joillekin N,
Con |f(&)| <O+ |EhN eMImel ¢ ¢ €9, silloin l6ytyy T € £'(R?) jonka kantaja kuuluu

palloon B(0, M) ja jolle pétee
<T,e_e >= f(¢), ¢ e

Lopuksi, muistetaan ettd osaluvussa XII.6 onnistuimme mééaritteleméaan kompaktikan-
tajaisen funktion f € L'(R?) ja distribuution T € S’(R¢) konvoluution. Nyt huomaamme,
ettd kahden distribuution konvoluutio onnistuu, jos niistd toisella on kompakti kantaja

(mutta kahden yleisen distribuution konvoluutiota ei pysty ottamaan).

MAARITELMA A.3.8. Jos R €

telldin kaavalla (RxT)" =T

(RY) ja T € &' (RY), konvoluutio R T € S'(R?) madri-

8/
R e S'(RY).
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Y1li 7 derivaattoineen kasvaa korkeintaan polynomisesti, ja siksi tulo TR e & (R%), vrt.

(12.10). Niinp& myds R * T on hyvin mééritelty S’'(R%):n alkio.

Esimerkkinii, R * 6y = R jokaisella R € S'(R%) (MIKSI ?) ja § * T = T jokaisella
T € &'(RY).
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