
Finite model theory
Problems 5
Tuesday 11.10.2016

1. Let R be a binary relation and let A and B be the following {R}-models.
Determine the smallest k such that there exists a formula ϕ of Lk

∞,ω that
separates A and B (i.e., ϕ holds in exactly one of the models).
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2. Let A be a τ model. A sentence ϕ ∈ FO[τ ] is called a Scott sentence of A,
if A |= ϕ and for all τ models B, if B |= ϕ then A ∼= B. Furthermore, the
Scott Height SH(A) of A is defined by

SH(A) = min({qr(ϕ) | ϕ is a Scott sentence of A} ∪ {∞})

Determine the Scott Height of the following graph G

Helsingin yliopisto
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1. Olkoot M ja N aakkoston {E} epäisomorfisia äärellisiä malleja, joissa EM ja
EN ovat ekvivalenssirelaatioita. Relaatiossa EM on k ekvivalenssiluokkaa, joissa on
m0, . . . ,mk−1 alkiota pienimmästä suurimpaan. Relaatiossa EN on vastaavasti ` luokkaa,
joissa ni (i = 0, . . . , `− 1; ni ≤ ni+1, kun i = 0, . . . , `− 2) alkiota. Mikä on suurin aste
r, johon saakka M ja N ovat osittaisesti isomorfisia?

2. Kun n ∈ N, merkitään An = {m ∈ N | m|n }, ts. An on luvun n positiivisten
tekijöiden joukko. Tarkastellaan malleja A = 〈A24, | 〉 ja B = 〈A36, | 〉. Etsi suurin
k ∈ N, jolle A ∼=k B.

3. Määritä suurin aste k, johon saakka kuvan verkot G ja G′ ovat osittaisesti isomorfisia.
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4. Olkoot A ja B erikokoisia äärellisiä lineaarijärjestettyjä joukkoja, joista toisessa on
vähemmän kuin 2k−1 alkiota. Osoita, että Akselilla on voittostrategia pelissä EFk(A,B).

5. Olkoon n ∈ N∗ ja τ = {U,≤} relationaalinen aakkosto, missä #(U) = 1 ja #(≤) =
2. Tarkastellaan aakkoston τ malleja M, joissa ≤M on universumin lineaarijärjestys.
Kun k = 0, 1, 2, blog2 n− 1c, esitä esimerkki tällaisista malleista Ak ja Bk, joiden koot
ovat n ja n+ 1, Ak

∼=k Bk sekä Ak 6∼=k+1 Bk.

6. Olkoon
S = { (k, k + 1) | k ∈ {0, . . . , 3n− 2} }

joukon X = {0, . . . , 3n − 2} seuraajarelaatio, n ∈ N∗. Tarkastellaan malleja M =
〈X,S, n− 1, 2n− 1〉 ja N = 〈X,S, 2n− 1, n− 1〉. Osoita, että M ∼=r N, missä r =
blog2 n− 1c.

3. Show that for every r ∈ N there is n ∈ N such that Gn
∼=r G′

n, where

• Dom(Gn) = {0, ..., n− 1} and Dom(G′
n) = {0, ..., 2n− 1}

• EGn = {(k, k + 1) | k ∈ {0, ..., n− 2}} ∪ {(n− 1, 0)}

• EG′
n = EGn ∪ {(k, k + 1) | k ∈ {n, ..., 2n− 2}} ∪ {(2n− 1, n)}
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4. Show that connectivity of finite graphs (that is, every pair of vertices is
connected by a path) cannot be defined in first-order logic.
5. Show that connectivity of finite graphs cannot be defined L2

∞,ω.
6. Construct a sentence of L3

∞,ω that expresses connectivity of finite graphs.
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