Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 6 (8. ja 10.12.2015)

Tehtavat 1-4 liittyvat harhattomuuteen ja tehokkuuteen. Monisteen jaksot 3.2 ja 3.4.

1. Jatkoa harjoituksen 5 tehtévadn 4. Tarkastellaan edelleen mallia Y7, ..., Y, ~ Tas(0,6) 1L
ja #:n estimointia.
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6 on harhaton.

s on
a) Totea, ettéd estimaattori 6 =
n

b) Totea, ettd myds estimaattori 6 = 2Y on harhaton. (Tamé on momenttimenetelmén
antama; ks. monisteen esim. 3.3.3.)

Ratkaisu
a) Harjoitusten 5 tehtéiviin 4 ratkaisuissa todetaan, ettd E(0) = nf/(n + 1), joten
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b) Tasajakauman ominaisuuksien nojalla E(Y;) =60/2 ;i =1,...,n. Téstd saadaan
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2. Jatkoa edelliseen tehtiviiéin. Laske estimaattorien 6, 6 ja 6 keskinelivirheet ja vertaa
niitd toisiinsa (kun n > 2). Kiinnitd erityisesti huomiota siithen, miten ne kiyttaytyvét
suurilla n:n arvoilla. (Vihjeitd kiddntopuolella.)

Ratkaisu Estimaattorin § harha on b(#) = n/(n+ 1) — 6 = 6/(n + 1). Toinen origomo-
mentti on (ks. harj 5, teht 4)
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joten estimaattorin ¢ varianssiksi saadaan
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Yhdistamélld timi estimaattorin 6 harhaan
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saadaan kurssimonisteen luvun 3.4 méaaritelman mukaan SU-estimaattorin keskineliovir-
heeksi
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SU-estimaattorista skaalaamalla saadulle harhattomalle estimaattorille 6 pétee harhatto-
muuden nojalla
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E[(0 — 0)?] = var(d) = Tvar(é) =
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Momenttiestimaattorin keskineliGvirhe saadaan laskettua varianssin laskusédéantdjen ja har-
hattomuuden avulla
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62 20?2 62
< < —
nn+2)  (n+1)(n+2)  3n

kaikilla n > 2. Siten keskineliovirheen mielessé tarkastelluista estimaattoreista paras on 6
ja momentti estimaattori # huonoin.

3. Jatkoa harjoituksen 5 tehtavdan 2. Laske estimaattorien B ja T varianssit. Osoita, ettd
B on tehokkaampi kuin 7. (Apu kiddntopuolella.)

Ratkaisu Satunnaismuuttujien Y;,i = 1,...,n varianssi on o2, joten
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Siis SU-estimaattorin B varianssi on pienempi ja siten se on tehokkaampi.

var(T) =

4. (Monisteen teht. 3.5.)

a) Palautetaan todennékoisyyslaskennasta mieleen, ettd jos Xi,...,Xp ~ N(0,1) 1,
niin X2 +--- 4+ X 13 noudattaa khii-toiseen-jakaumaa X%- Tarkista tdmén avulla, etté X%‘
jakauman odotusarvo on k, varianssi 2k ja toinen momentti k2 + 2k. [Muista. Standardi-
normaalijakauman neljds origomomentti on 3.]

b) Olkoot Y1,...,Y, ~ N(u,0?) AL, ja méritelliin V kuten harjoituksen 4 tehtéviissi 3:
V =3.(Y; — Y)2. Todennikéisyyslaskennassa on opittu, ettd V/o? ~ x2_,. Niytd timén
tiedon ja a-kohdan perusteella, ettd o?:n estimaattorin ¢V keskinelivirhe on

E[(cV — 0?)?] = [(n® —1)¢* = 2(n — 1)c+ 1] 0.
Nayta sitten derivaattatarkastelun avulla, ettd se saa pienimmén arvonsa (c:n funktiona)
tasmélleen pisteessd ¢ = 1/(n + 1).

Opetus. Varianssin o2 estimaattoriksi on normaalijakaumamallissa siis ainakin kolme muo-
toa ¢V olevaa perusteltua kandidaattia: V/(n — 1) (harhaton), V/n (su) ja V/(n + 1)
(pienin keskineliovirhe). Ei ole mahdollista yksiselitteisesti sanoa, miké niistd on “paras”,
mutta V/(n — 1) on varmasti kiytetyin.

Ratkaisu
a) Odotusarvo on
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X;:en nelididen varianssit saadaan laskettua standardinormaalijakauman toisen ja neljén-
nen momentin avulla:

var(X?) = B(X}) - E(X?)?*=3-12=2.

Tésta saadaan X%:n jakauman varianssi
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b) Annetun jakaumatuloksen ja a-kohdan nojalla

()0
o)

Siten ¢V:n keskineliovirheeksi saadaan
E[(cV — 02)?] = E(V?) — 2¢ca?E(V) 4 ¢*
E(V? E
_ <cz v, EV) +1> 4

ot o2

ja toinen momentti

|- (s

k
fo] = k? + 2k.

i=1

ja

=(n—-12+2(n-1)=n?—-1.

=[(n* = 1)? = 2(n - 1)c+1] o*.

Etsitddn tdmén minimikohta derivoimalla ja ratkaisemalla derivaatan nollakohdat:
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Keskineliovirheen lauseke on c¢:n funktiona tarkasteltuna ylospain aukeava paraabeli kun
n > 2, joten sen globaali minimikohta on sen derivaatan nollakohdassa ¢ = 1/(n + 1).

Tehtavaa 5 varten opiskele momenttimenetelméd koskeva monisteen jakso 3.3. Emme ké-
sittele momenttimenetelméaé varsinaisesti luennoilla, mutta aiheeseen liittyvid kysymyksia
voi esittdd esim. ti 8.12. ja to 10.12.

5. Estimoi momenttimenetelmalla
a) parametri A, kun Yj,..., Y, ~ Exp(\) 1L,

b) parametri (a, ), kun Yi,...,Y, ~ G(a,1/8) 1. (Kyseessd on gammajakauma, ks.
monisteen liite. Vrt. myos harjoituksen 2 tehtdvian ba.)



Ratkaisu

a) Satunnaismuuttujat Y; ovat eksponenttijakautuneita, joten E(Y;) = 1/\. Momenttiesti-
maattori A saadaan ratkaisemalla parametri A yhtélosta

eli

T&amaé on sama kuin parametrin A SU-estimaattori.

b) Satunnaismuuttujat Y;, noudattavat G(«, 1/5)-jakaumaa, joten E(Y;) = af ja Var(¥;) =
aB?, i=1,...,n. Nyt estimoitavana on kaksiulotteinen parametrivektori, joten moment-
tiestimaattori saadaan ratkaisemalla parametrit yhtéloryhmaésta

% i Yi=apB
L YR = af? + (af)?.

Tulokseksi saadaan
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