ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia

@ Miten ennustetaan satunnaismuuttujan Y arvoa, kun tiedetdan, ettd
satunnaisvektori X = x?

@ Todennikdisyyslaskennasta tiedetdan, ettad
2 2
E[(Y —E(Y X =x)?] <E[(Y-g ()]

olipa g (x) miki tahansa x:n funktio.

@ Ts., keskinelidvirheen mielessd optimaalinen ennuste on Y:n
ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia

o Oletetaan, ettd jakaumat ovat jatkuvia ja palautetaan mieleen
ehdollisen odotusarvo maéritelma

E(Y|X :X) = /_o;yfy‘x (y;x) dy:‘/_o;yf—y;;(g(’)x)dy_

o Tassid
o fy x (y.x) on satunnaisvektorin (Y, X) yhteistiheysfunktio,
o fx (x)= ffooo fy x (y.x) dy on X:n reunajakauman tiheysfunktio ja

f ,
o fyx (yix) = YfXXE};)X) on Y:n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla

X = x.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia

@ Kun x vaihtelee, voidaan E (Y |X = x) tulkita x:n funktioksi, joka
médrittelee satunnaismuuttujan, josta kdytetddn merkintdd E (Y |X).

@ Kehittyneessi todennikdisyyslaskennassa ehdollinen odotusarvo
madritellddn suoraan satunnaismuuttujana ja madritelma kattaa
tapaukseen, jossa X voi olla daretonulotteinen.

o ARMA(p,q)-prosessia ennustettaessa on Y:n paikalla y;1p (h > 1) ja
X:n paikalla {yt, ye—1, Yt—2,...}.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia

e Ehdollisen odotusarvon E (Y |X) tavanomaiset ominaisuudet pitevit
myss, kun X on daretdnulotteinen:

EO1 E(aYi+bY2|X)=aE(Y1|X)+bE(Y2|X), kun ajab
ovat vakioita.

EO2 E(Y[X)=E(Y), kun Y | X.
EO3 E(Y)=E[E(Y|X)] (ns. iteroidun odotusarvon laki)

EO4 E[h(X)Y|X]=h(X)E(Y|X) mille tahansa funktiolle h
(olettaen, ettd tulon h(X) Y odostusarvo on sirellisens
olemassa).
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

@ Kaytdnnossd on havaittu aikasarja yi, ..., y7 ja halutaan ennustaa
(esim.) seuraavaa arvoa y7.1.

@ Tallsin ennuste tiytyy perustaa havaintoihin yi, ..., yT.

o Talla kurssilla ennuste perustetaan tarkastellaan kuitenkin
(epérealistisesti) prosessin koko menneeseen historiaan{y;, t < T}.

@ Tami johtaa yksinkertaisempiin ennustekaavoihin kuin edelld mainittu
tapa, joka on puolestaan kasitteellisesti yksinkertaisempi. Ero on
kuitenkin mitdton, ellei T ole kovin pieni.

o Oletetaan, ettd y; ~ ARMA(p,q), joka on stationaarinen ja
kddnnettdvi ja (epidrealistisesti) ettd parametriarvot tunnetaan.
Lisdksi oletetaan, ettd prosessin innovaatio toteuttaa ehdon
gr ~iid (0,0?) ja ettd E(y:) = u = 0.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

AR(p)-tapaus

e AR(p)-prosessin

Yeoh = PrYeth-1+ -+ @ Verhp T Etpn €~ iid (O, 02)

yleinen ennustekaava saadaan ottamalla puolittain E; (+) (h > 1):

Et (Ve+h) = @1Ee(Vern—1) + PoBe(Vern—2) + - + @ Ee(Vern—p),

jossa

Et (Ve4h—j) = Yesn—j, kun h <

@ Ts., ennustekaavassa oikealla olevat ehdolliset odotusarvot korvataan
prosessin "havaituilla arvoilla, kun sellaiset tunnetaan”.

@ Ennusteet voidaan laskea rekursiivisesti aloittaen tapauksesta h =1 ja
edeten yksi kerrallaan tapauksiin h=2, h=3, ....
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

ARMA (p,q)-tapaus

Yeeh = PYerh-1+ -+ PpYernp
+8t+h + 918t+h71 —+ 4 9q€t+hfq Ep iid (0, 0'2)

Yleinen ennustekaava saadaan ottamalla puolittain E; (-):

Ee(yesn) = ¢1Et(y1‘+h71) +---+ (PpEt(yH»hfp)
+01E(er4h-1) + -+ 04Et(er4n—g), h2>1,
jossa
Et Verh—j) = Yern—j, kun h <},

ja (vedoten tapauksessa h < j kddnnettivyyteen)

Etdrh—i, kun hSJ
Et (ertn—j) = {OHkan h>j
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

ARMA (p,q)-tapaus

o Kaytannossa edelld tunnetuiksi oletetut parametrit ¢, P, ja
01, ..., 04 ovat tuntemattomia ja korvataan estimaateilla, jolloin
ennusteen optimaalisuus patee vain likimaariisesti.

o Kun vain yi, ..., y7 kdytdnnossa kdytettdvissd, ei muuttujan
& = Z}io 7Tjy:—j arvoa ole mahdollista laskea tarkasti.

e Yksi vaihtoehto on kdyttda katkaistua summaa Z};& Tye—j, t > 1.

o Toinen on laskea ¢; ajankohdilla t > p 4 1 differenssiyhtilosta

& = Yt—Pye-1— - —Ppyrp— 0161 — - —0g€t—gq,

jossa alkuarvoiksi &p, o €prlog voidaan valita O eli innovaation &;
(ehdoton) odotusarvo.

e Kun t on suuri, on nididen alkuarvo-oletusten vaikutus kdytianndssa
mitaton.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ennusteen luottamusvili

o ARMA(p,q)-prosessin MA(oo)-esityksestd saadaan ennustevirheelle
lauseke

Yerh = Et(yern) Zl/fjmh -
joten yhden askeleen ennustevirhe y;11 — E;(y:+1) on innovaatio €¢.
o Lisdksi patee

E(yt+n — Et(yt+n)) = 0 eli ennusteen harhattomuus

ja
Var(yern — Ee(yesn)) = 0° Z y: =0,

@ Ennustehorisontin h kasvaessa ennuste lshestyy (kvadraattisesti)
nollaa (yleisemmin prosessin odotusarvoa) ja ennustevirheen varianssi
% lGhestyy ennustettavan prosessin y; varianssia.

0 October 1, 2015 9/ 15



ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Ennusteen luottamusvili

e Jos oletetaan ¢ ~ nid (0,¢?), niin

h—1
Yerh — Ee(Vesn) E Yieern—j ~ N o, ‘T%) =0 E lPJ?'
j=0

@ Niin ollen,
095=P {Et(yt+h) — ].960'[7 < Yt+h < Et(yt+h) + 196(7'[7} )

joten

Yeth € [Et(Vern) — 1.9604, E¢ (Vetn) + 1.96074]

95%:n todennikdisyydells.

o Kaytdnnodssd tuntemattomat parametrit ennusteessa Et(yt+h) ja
hajonnassa 0, korvataan estimaateilla, jolloin tdm3& jakaumatulos
patee vain likimaardisesti.
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ARMA(p,q)-prosessin ennustaminen

Kuvio 3.4. Kuvion 1.4 auringonpilkkusarjalle AR(2)-prosessilla lasketut 20
ennustetta ja ennusteiden 95%:n luottamusrajat.
Yule-Walker -estimointi (y: = y; — 46.93):

¥ = 132741 — 0.637;_» + &, 02 = 232.90.
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ARIMA(p,d,q)-prosessi

o Kaytdnnossa on havaittu, ettd varsin usein epdstationaariselta
nayttdva aikasarja saadaan stationaarisen ndkoiseksi siirtymaélla sarjan
muutoksiin eli differensseihin. (Aina tdman ei tietenkdan tarvitse
toimia hyvin.)

@ Satunnaiskulun y; = y +Zj;3 &_j, t=1,2,.., & ~iid (0,02),
differenssit

Ay, = (1—B)Yt:}/t—)/t—1 =&

ovat stationaarisia ja sama patee, vaikka oletuksen &; ~ iid (0, 0'2)
asemesta ¢; oletetaan vain stationaariseksi.
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ARIMA(p,d,q)-prosessi

@ Jos prosessi y;, t = 0,1, ..., on epdstationaarinen, mutta sen
differenssi Ay; on stationaarinen ja kddnnettdvd ARMA(p,q)-prosessi,
sanotaan y;:td ARIMA(p,1,q)-prosessiksi.

@ Jos myos differenssi Ay; on epédstationaarinen, mutta toinen
differenssi A%y; = A (Ay;) on stationaarinen ja kiannettavi
ARMA(p,q)-prosessi, sanotaan y;:td ARIMA(p,2,q)-prosessiksi.

@ Yleisesti, jos prosessi y;, t = 0,1, ..., on epdstationaarinen, mutta sen
d. differenssi A%y, on stationaarinen ja kidinnettava
ARMA(p,q)-prosessi, sanotaan y;:td ARIMA(p,d,q)-prosessiksi.

o Kaytinndssd d on 0 tai 1 ja joskus harvoin 2 (kun d = 0 saadaan
stationaarinen ARMA(p,q)-prosessi).
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ARIMA(p,d,q)-prosessi

ARIMA(p,d,q) prosessi (d > 0) taytyy maaritelld kiinnittamalla
alkuajakohta (eli t = 1), jolloin y; ma3iraytyy alkuarvoista

Y0:--- Y1—p—d Ja innovaatioista €1, ..., €1 4.

ARIMA(p,1,q)-prosessin tyypilliset ominaisuudet ovat paipiirteissdan
samanlaiset kuin satunnaiskululla y; = y:_1 + &, & ~ iid (0,0?),

t > 1, jolle patee kiintedn alkuarvon yy tapauksessa

Var (y;) = o°t

Cor (yt,yt+n) = 1/V1+4+h/t—1 Vh>0, kun t— oo.

Realisaatioiden ilme on vaelteleva, mika selittyy varianssin
kasvamisella t:n funktiona ja voimakkaalla autokorreloituneisuudella.
Taméa patee myos yleisemmilli ARIMA(p,d,q)-prosesseilla, joilla
otosautokorrellaatiofunktion vaimeneminen nollaan tapahtuu
korkeintaan hitaasti.
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ARIMA(p,d,q)-prosessi
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Simuloitu aikasarja ARIMA(1,1,0)-prosessista (1 — 0.8B) Ay = ¢,
e ~nid (0,1), t =1,...,200, ja siiti laskettu autokorrelaatiofunktio.
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