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Raja-arvot 2015
Tehtävät 3 A ja L

Alkuviikon tehtävät A1, A2; A3, A4 ja A5

A1 Pohdittavaksi yhdessä paikan päällä. Tässä tehtävässä pidetään
tunnettuna sitä, että |x− y| ilmaisee reaalilukujen x ja y välisen etäisyyden.
Päättele tämän perusteella yhtälön

(a) |x− 2| = |x+ 4|,
(b) 2|x− 2| = |x+ 4|
ratkaisu. Tulosta ei tässä tehtävässä täydy perustella itseisarvon tarkan

määritelmän avulla.

A2 Pohdittavaksi yhdessä paikan päällä.
Todista tarkasti itseisarvon määritelmän perusteella, että
(a) kaikilla x pätee |x| ≥ 0.
(b) kaikilla x ja y pätee |xy| = |x||y|.

A3 Selvitä itseisarvolemman avulla tarkasti, mitkä reaaliluvut toteutta-
vat epäyhtälön |x − 3| < 2. (Tähän tehtävään soveltuu itseisarvolemman
muoto |x| < a joss −a < x < a.)

A4 Tarkastellaan lauseketta x2 − 1 kun |x− 1| < 1. Osoita, että kaikilla
tutkittavilla x pätee |x2 − 1| ≤ 3|x− 1|.

A5 Sovella edellisen tehtävän tulosta. Mitä tiedämme sen perusteella
etäisyydestä |x2 − 1| jos tiedämme, että |x− 1| < 3−7777?

Loppuviikon tehtävät L1, L2; L3, L4 ja L5

L1 Pohdittavaksi yhdessä paikan päällä. Osoita, että kaikilla reaa-
liluvuilla a ja b ehdot (i) ja (ii) ovat yhtäpitäviä.

(i) a = b.
(ii) Kaikilla ε > 0 pätee |a− b| < ε.

L2 Oletetaan, että reaaliluku x toteuttaa ehdot |x− 1| < 2 ja |x− 4| <
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3. Osoita, että tällöin x toteuttaa ehdon |x − 2| < 1. Kannattaa soveltaa
itseisarvolemmaa.

L3 Osoita, että kaikilla kokonaisluvuilla n = 1, 2, . . . pätee∣∣∣∣3n− 1

2n+ 1
− 3

2

∣∣∣∣ ≤ 2

n
.

L4 Oletetaan, että n > 27777. Mitä tiedät tällöin edellisen tehtävän tu-
loksen nojalla etäisyydestä ∣∣∣∣3n− 1

2n+ 1
− 3
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∣∣∣∣?
L5 Pohdittavaksi yhdessä paikan päällä. Mikä on Bernoullin epäyh-

tälö? Miten se todistetaan? Vastaus löytyy tutkimalla kirjaa yhdessä.
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