HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Raja-arvot, syksy 2015
Harjoitus 2 — Ratkaisuehdotuksia

L1.

L2.

Pohdittavaksi yhdessa paikan paallia. Kurssikirjan esimerkissa 1.2.9. osoitetaan,
ettéd luku v/2 on irrationaalinen. Mukaile padttelyé ja osoita, etté luku /3 on irratio-
naalinen. (Voit kiayttaa tavallisia potenssimerkint6jé toisin kuin kirjan téssé kohdassa
tehdaan.)

Ratkaisu: Tehdaan vastaoletus: Oletetaan ettd /3 on rationaaliluku. Talloin /3
voidaan esittdd muodossa p/q, missd syt(p,q) = 1, eli lukujen p ja ¢ suurin yh-
teinen tekija on 1. Tamé tarkoittaa, ettd p/q on luvun sievennetyin muoto. Juuren
madaritelman perusteella patee

Muokataan yhtaloa.

Koska 3 jakaa luvun p°, sen tiytyy jakaa myos luku p. Voidaan siis kirjoittaa p =
3 - n, jollakin kokonaisluvulla n. Sijoitetaan tamé yhtaloon, johon ylla padadyttiin.

P =3
= (3-n)°=3-¢°
& n-3¥=3-¢
& n®.3'=¢

Tastd voimme pédtelld, ettd 3 jakaa myds luvun ¢° ja siis myos luvun ¢. Alus-
sa valittiin luvut p ja ¢ sellaisiksi, joilla ei ole yhteisid tekijoita. Téastd huolimatta
juuri osoitimme ettd luku 3 jakaa sekd luvun p ettd luvun ¢. Tamé on ristiriita.
Vastaoletus on kumottu ja todistimme, ettd /3 on irrationaalinen. O

Pohdittavaksi yhdessa paikan paalla.

(a) Oletetaan, ettid 0 < x < y. Osoita, ettd 2% < y2.
(b) Oletetaan, ettd 1 < x. Osoita, ettd z? < x°.

(c) Oletetaan, ettd 0 < x < 1. Osoita, ettd z° < 22,

Ratkaisu:



(a) Tunnetaan seuraava ominaisuus epéayhtaldille: Jos a > 0 ja b > ¢, péitee ab > ac
kaikilla reaaliluvuilla a, b, c. Sovelletaan tata tietoa valitsemalla a = x, b= =z,
c = y. Talloin patee:
r<y= < xy

Toisella valinnalla saadaan:

r<y=axy <y

Yhdistetadn namé tiedot, jolloin saadaan:

< xy <P

(b) Kéytetdaan yllamainittua tietoa valitsemalla a = x, b = z, ¢ = 1. Saadaan:

l<z=z<a’
Toisella valinnalla @ = x, b = 22, ¢ = 1 saadaan
r<r?= a2t <ot

Kahdella uudella valinnalla saadaan:

2?2 <=2t <2t
ja

2 < 2t =t < 2P

Yhdistamalla niita riveji saadaan z? < 2.

(c) Ratkaisun alussa mainittua tietoa kayttdmalla saamme ylemmén kohdan kal-
taisen paattelyketjun kayttamalla sopivia valintoja.
I>r=e>2=22>8 =23 > 2" = 2t > 2P,

jotka yhdistamaélld saamme

I>z>a2>28>2">2°
ja edelleen z° < 22,

L3. Tarkastellaan tehtdvan A2 lauseketta

on? +3
10n2 +n’

missa n = 1,2,3,.... Pienennd osoittajaa ja kasvata nimittdjaéd, niin ettd 16ydat
positiiviset kokonaisluvut ¢ ja d, joille patee kurssin tietojen nojalla

kaikilla n =1,2,3,....



L4.

L5.

Ratkaisu:

Arvioidaan tehtavinannon lauseketta vihjeiden mukaisesti.

2n2 + 3 - 2n? 2n? _ o2n? 2

> — —
10n2+n — 10n24+n — 10n2+n2 11n2 11’

jossa 2 kelpaa luvuksi ¢ ja 11 luvuksi d.

Osoita, ettéd kaikilla n = 1,2,3,... pétee

2n+5

> 2.
n+1

Ratkaisu: Arvioidaan lauseketta.

2n+5 2n+5-—-3 2n+2 2(n+1)
> = = :2
n+1 n+1 n+1 n+1

Huomaa, ettd arvioimalla eri tavalla voidaan paatya heikompaan lopputulokseen.

Esimerkiksi: 5 £ 9 59
n -+ > n—+ > n

i
n+1 — n4+n = 2n

Tarkastele erotusta

2n+5

n+1
ja etsi jokin sellainen luku a, ettd kaikilla n = 1,2,3, ..., jotka toteuttavat ehdon
n > a, patee

2n+5

< 2+ 1071000,
n+1

Ratkaisu: Tutkitaan erotusta:
2n+5 2_2n—|—5 2(n+1) 2n+5-2(n+1) 2n+5-2n—-2 3 3

= < —
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Huomataan, etté riittaa loytaé sellainen a, jolle patee epayhtalo
3 < 1071000,
n

kun n > a
Loydetdan a muokkaamalla saatua epayhtaloa:

3 —1000 —1000 3

Nahdéaén, etta saatu luku

3 3
= = 3.1010%
1071000 1011000

kelpaa luvuksi a. Siis ylla olevan perusteella, kun n > a = 3 - 101%%°  niin

2
%L5—2<§<10*1000
n-+1 n

m+5 3 M+ 5
nNEO 0 g g yq0m1000 “+1 < 24 101000
n

n+1 n +



