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Harjoitus 7 — Ratkaisuehdotuksia

A1l. Selvita

n®+3
im ———.
n—o0 3n3 + 5
Tehtévassa saa kayttdd kurssin lauseita ja tietoa vakiojonojen ja jonon (),

missa x, = % kaikilla n, raja-arvoista.

Ratkaisu:

Tarkastellaan lauseketta

n®+3

3n3+5
Otetaan seké nimittajisté, ettd osoittajasta yhteiseksi tekijiksi n® jolloin saadaan
supistettua:

n?(14+5%) 1+3%
B4+ %) 3+5

Kurssin lauseen mukaan suppeneville jonoille x,, ja 1, péatee

A3, (Tn - yn) = 10 @0 - limy g Ja liw (20 +30) = Jim @+ lim v

Ja kun v, # 0 patee
Tn _ limp o0 2

Tiedetadn etta lim,,_, . % = 0, joten nyt saadaan

. 1 o 11 1 1
lm —=1lim ——=lim — % lim —=0x0=0.
n~>oon n—0o0 nn n~>oon TL*)OOn

Josta saadaan edelleen

1 11 1 1
lim — =lim —— = lim — % lim — =0%x0=0.
n—0o0 n3 n—oo n2n n—oo n, n—oo n,

Liséksi tiedetdan etta vakiojonolle a,, pétee

lim a = a.
n—oo

Nyt saadaan kun n — oo:

3 1
1+ ==14+43x—=—=1+3x0=1ja
n n



A2.

A3.
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Nain ollen saadaan
) nd+3 1
im —— = —.
n—oo3n3+5 3
Osoita lukujonon raja-arvon méaaritelmén perusteella, etta

6n+5
n—>002n+3

(Tehtévassa ei siis saa vedota kurssilla todistettuihin lukujonon raja-arvoa koskeviin
lauseisiin.)

Ratkaisu:
Olkoon ¢ > 0 ja valitaan k > % Nyt kun n > k pétee:

6n+5_3’_‘6n+5—6n—’ ‘ -4 4 <i_g<2<
2n + 3 B 2n + 3 on+3l 2n+3] 2043 20 n k
Siis méaritelman mukaan

im 6n+5

n=oo 2n +3

Osoita funktion raja-arvon maaritelméan perusteella, etta

lim 22 = 25.
r—5
Ratkaisu:

Funktion raja-arvon mééritelmin mukaan lim,_,52? = 25, mikéili jokaista ¢ > 0
16ytyy sellainen ¢ > 0, ettd |22 — 25| < ¢, kun 0 < |z — 5| < 6.

Muokataan lauseketta

|02 = 25| = |(z = 5)(x + 5)| < |z — 5|z + 5|

Koska tarkastelemme funktion arvoa pisteessd x = 5, voimme rajoittaa tarkastelun
alueeseen x € [4,6], eli |z — 5| < 1. Tall6in voidaan jatkaa arviointia

|z —5||z+5|=(z+5) |z — 5| < 11|z — 5

Oletetaan, ettd € > 0, valitaan § = mln{n, 1}, ja nyt kun |z — 5| < 0 niin pétee

|02 — 25| <11z — 5| <1111

Siis

lim 22 = 25.
x—5



A4.

A5.

Pohdittavaksi yhdessa paikan pailla. Oletetaan, ettd A on epéatyhja ylhailta
rajoitettu reaalilukujoukko, ja ettd a = sup A. Merkitadn

B={z+y|lzecAjayec A}l

Osoita tarkasti, ettd 2a = sup B.

Ratkaisu: Joukko A on epétyhjé ja ylhaélta rajoitettu, joten joukko B on epétyhja ja
ylhaélta rajoitettu. Siis on olemassa sup B. Supremumin méaéritelmén nojalla kaikilla
r € A pitee x < sup A = a ja kaikilla y € A patee y < sup A = a. Taten summalle
T +y patee

x+y <supA+sup A = 2a,

eli 2a on jokin ylaraja joukolle B. Supremumin méaritelman mukaan 2a on joukon
B supremum, jos 2a on myo6s pienin yléraja.

Oletetaan, ettd b = sup B = 2a — h jollakin h > 0. Valitaan z;, € A ja y, € A siten,
etta xh>a—%ja yh>a—%. Nyt xp, +yn € B ja

h h
xh+yh>a—§+a—§:2a—h:b,

joten mikéan lukua 2a pienempi luku ei voi olla joukon B yléraja, eli oletus sup B =
2a — h ei voi pitda paikkansa. Tasta ja tiedosta, ettd 2a on joukon B ylaraja seuraa
sup B = 2a.

Pohdittavaksi yhdessa paikan pailla. Jatkuvuus ja derivoituvuus ovat erikois-
tapauksia raja-arvotiedoista. Funktio f on jatkuva kohdassa z joss f(x) — f(xo)
kun z — xy. Funktion f derivaatta kohdassa zy on luku A joss

F@) = )
r — Xy
kun z — 9.

Tarkastellaan funktiota f, jolle pitee kaikilla x yhtalo f(x) = z2g(x). Téssa g(z) =
1 kun z on rationaalinen ja g(z) = 0 kun z on irrationaalinen. Milla z, pétee, etté

f on
(a) jatkuva kohdassa x,

(b) derivoituva kohdassa x?

(Tassa tehtdvissa paino on pohtimisella. Tavoitteena ei ole kdyda lapi kaikkia ratkai-
sun yksityiskohtia. Tehtévassa on hyotya tiedosta, etta kaikkien reaalilukujen z < y
vélissd on sekd rationaaliluku ettd irrationaaliluku.)

Ratkaisu:

(a) Tutkitaan lukua xy = 0. Olkoon € > 0. Valitaan § = min {1,e}. Télléin aina,
kun |z — x| = |z — 0] < §, pétee

[f(x) = flzo)| = |f(z) = F(0)] = |a?g(x) — 0 < |2?| < Ja| <6 <,

joten f(z) — f(zo), kun & — ¢ eli f(x) on jatkuva kohdassa zo = 0.
Olkoon zy # 0 ja xg € Q. Nyt



3, kun z € R\ Q,

|22 — 23|, kun x € Q.

@) = flan)| = |a%ala) — 3] = {

Siis f(z) 4 f(xo) riippumatta siitd, kuinka pieni etaisyys |z — x| on, koska
jokaisen reaaliluvun z ja zy valista 16ytyy seka rationaali, etta irrationaaliluku.
Olkoon zy # 0 ja zo € R\ Q. Talloin

0, kun z € R\ Q,
2%, kun v € Q,

£(x) = F(xol = |2%g(x)| = {

joten f(z) /4 f(xo) myoskién irrationaalisilla zq:n arvoilla.

Tarkastellaan lukua o = 0. Olkoon ¢ > 0. Valitaan § = . Kun |z — 0| < J,

péitee etéisyydelle
1) | _ |t
x—0

‘ ~ log(a)] < Ja] <6 =<,

eli

f(x) — f(xo)

r — X9

— 0, kun x — 29 =0,

joten f(x) on derivoituva pisteessé xo = 0.

a)-kohdasta tiedamme, ettd f(z) on epdjatkuva kaikilla zy # 0, joten f(x) ei
ole derivoituva millaan zy # 0.



