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Harjoitus 6 — Ratkaisuehdotuksia

L1.

L2.

Osoita maaritelman perusteella, ettéa

lim n? — n = oo.
n—oo

Ratkaisu: Maéaaritelman mukaan lukujono x, kasvaa rajatta, jos jokaista M € R
kohti on olemassa sellainen kynnys K € N, etta kaikilla n > K patee z, > M.
Lahdetédan siis arvioimaan tehtavén lukujonoa alaspéin:

n*—n=nn-1)>n

Arvio pétee silloin, kun n — 1> 1 eli n > 2.

Nyt padsemme varsinaiseen todistukseen. Olkoon M € R. Valitaan K > max{M, 2}
ja oletetaan, ettd n > K. Nyt patee n > 2 ja n > M, ja edelleen

n—n=nn-1)>n>K?>M.
Siis patee lim,,_,o n? —n = oo.

Selvitd luvun e méaritelman perusteella raja-arvo

1 3n
lim <1 + ) .
n—00 on
Tehtdvan A4 tuloksesta on apua.

Ratkaisu: Luvun e médritelmin mukaan

1 k
]}1_{1010 (1 + k:> =e.
Merkitéin z,, = (1+1/k)*. Tutkitaan lukujonoa 3, = (1+1/(2n))?". Tami lukujono
on lukujonon z, osajono, silld y, = x9, kaikilla n € N. Koska x, suppenee kohti
raja-arvoa e, kurssin lauseiden perusteella nyt myos y,, suppenee kohti raja-arvoa e,

eli
1 2n
lim (1 + ) = e.

n—00 on

Haluamme kéyttaa tita tietoa hyviaksemme, joten muokataan tehtavinannon lause-
ketta sellaiseen muotoon, jossa nakyy haluttu lauseke:

(o) = (0 ) =y (0 )

Ensimméinen yhtdsuuruus * pétee, silld selvisti patee (1 + 1/(2n))*" > 0 kaikilla
n=123,...

Lauseen 2.2.8 perusteella tieddmme, ettd jos z, — a, kun n — oo, niin patee
3 — @, kun n — oo. Tehtévissd A4 olemme osoittaneet, ettd jos x, > 0 kaikilla
n=1,23,..jax, = a, kun n — oo, niin pitee \/z, — /a, kun n — a. Néiden
tietojen perusteella voimme paatella

1 3n 1 2n\ 3
(1+> = <<1+) ) —>\/6_3, kun n — oc.
2n 2n




L3.

L4.

L5.

Oletetaan, ettd a € R, x, = a ja y, — oo kun n — oco. Osoita, ettd x, + y, — o
kun n — oo.

Ratkaisu: Olkoon M € R.

Koska oletuksen mukaan lukujono z, suppenee kohti raja-arvoa a, jokaista ¢ > 0
kohti on olemassa sellainen K. € N, etta kaikilla n > K. pétee |z, —a| < €. Valitaan
e =1 ja valitaan tita vastaava kynnys K.. Oletetaan, ettd n > K,.. Nyt péatee

|z, —al|<1l=-1<z,—a<l=z,>a—1.

Vastaavasti oletuksen mukaan lukujono y, kasvaa rajatta, joten jokaista M’ € R
kohti on olemassa sellainen kynnys K € N, ettd kun n > Ky, niin y, > M’.
Valitaan M’ = M —a+1 ja tita vastaava kynnys K, € N. Oletetaan, ettd n > K.
Nyt patee v, > M —a+ 1.

Valitaan K); = max{K., Ky }. Oletetaan, ettd n > Kj;. Nyt piatee n > K. ja

n > Ky, joten pddsemme kiyttdmadn tekemidmme arviointeja hyvaksi. Patee
Tty >(@—1)+y,>(@—1)+(M—-a+1)= M,

joten patee x,, + v, — 0o, kun n — oo.

Pohdittavaksi yhdessé paikan pailla. Oletetaan, ettd a > 1. Osoita Bernoullin epayh-
talon avulla, ettd a™ — oo kun n — oo.

Ratkaisu: Muokataan termia a™.

a"=(14+(@-1)">1+n(a—1) >n(a—1).

Todistus: Olkoon M > 0. Valitaan K > M/(a — 1), missi K € N, jolloin pétee
ylldolevan nojalla

M(a—1)

"> -1)>K(a—1) >
a*>nla—1)> K(a—1) p—

=M
, kun n > K. Siis lim,,_,,, a" = 00. O

Pohdittavaksi yhdessa paikan paalla. Oletetaan, ettd a € R, a > 0, x, — a ja
Yn — 00 kun n — oco. Osoita, ettd z,y, — oo kun n — oco. (Enta jos olisi a = 0.)

Ratkaisu: Keratdan tarpeellisia tyokaluja. Kéytetaan hyvéksi ajatusta tehtavasarjan
5 tehtévasta L3. Raja-arvon méaritelmén nojalla tiedetéan, etté jollakin kokonaislu-
vulla K" > 0 pétee |z, —a| < a/2 ja edelleen tehtévan nojalla x,, > a/2, kun n > K’.

Tiedetadn myos, ettd kaikille M’ > 0, on olemassa K” > 0, jolle patee y, > M’,
kun n > K”. Etsitdan tilanteeseen sopiva K”. Olkoon K" sellainen kokonaisluku,
ettd patee y, > 2M/a, kun n > K”.

Todistus: Olkoon M > 0. Valitaan K = max{K’, K”}. Télléin, kun n > K, patee:

a2]\/[_

nUn > — M.
Tnly 9

Siis lim,, o0 Tpy, = 00. O

Pohditaan vield kysymysta siitd, mita tapahtuu tilanteessa a = 0. Valitsemalla jonot
(), = 1/n* ja (y), = n ndhdiin, ettd tulojono voi supeta. Valitsemalla jonot
(2), = 1/n ja (y), = n*® nidhdain, ettd tulojono voi kasvaa rajatta.



