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A1. Osoita méaaritelméan perusteella, etté
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Ratkaisu: Tutkitaan osamaarilauseketta.
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Huomataan, etta ¢ > M < n > 3M.

Todistus: Oletetaan, ettd M > 0. Valitaan K > 3M , missa K € N. Talloin pétee
edelliseen pohdintaan viitaten:

3
n+3_n_ 3M
+ >—>—=M,
n2+2 3 3
kun n > K. Siis lim,,_ o Z;i;’ = 0. O

A2. Osoita maaritelméan perusteella, etté
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Ratkaisu: Tutkitaan osaméaarilauseketta.

3n3 —2 S 3n3 — 2n3 n3 n
m2—1=—  2n2  2m2 2

Todistus: Olkoon M > 0. Valitaan K > 2M , missa K € N. Télloin péatee ylempaan
pohdintaan viitaten:
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kun n > K. Siis lim,,_, gz;:f = 0. O
A3. Osoita méaaritelméan perusteella, etté
lim L—3n” —00.
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Ratkaisu: Tutkitaan osaméédrilauseketta. Arviota tehtdessd on tarkedd huomata,
etta lausekkeen osoittaja on negatiivinen. Talloin luku kasvaa nimittajan kasvaessa
ja kasvaa osoittajan kasvaessa.
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A4.

Todistus: Olkoon m < 0. Valitaan K > —m, missd K € N Talloin patee ylempédan
viitaten:
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Pohdittavaksi yhdessa paikan pailla. Tarkastellaan lukujonoa (z,,), missé kai-
killa n =1,2,3,... patee x,, > 0. Oletetaan, ettd z,, — a kun n — oo. Osoita, etté

VT — /a kun n — oco.

Ratkaisu:
Koska z,, > 0 kaikilla n € N, niin myos a > 0. Tarkastellaan ensin tapaus a = 0.
Olkoon € > 0. Valitaan kynnys K € N sellainen etta kaikilla n > K patee
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Téaten kun a = 0, niin raja-arvon méaritelméan perusteella /7, — /a kun n — oo.
Oletetaan sitten a > 0. Edelleen ¢ > 0. Valitaan kynnys K € N talla kertaa sellainen
ettéd kaikilla n > K patee
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Téaten, kun a > 0 niin raja-arvon méaritelman perusteella /x,, — v/a kun n — oo.
Edellisten kohtien nojalla tehtéavan vaite péatee.



A5. Pohdittavaksi yhdessid paikan paialla. Oletetaan, ettd x, — a kun n — oo.
(i) Osoita suoraan méaaritelméan perusteella, ettd x,2 — a kun n — oo,

(ii) Anna jarkeva merkitys véitteelle, ettd x, 7 — a kun n — oo. Todista saamasi
vaite.

Onko kirjassa jotain lausetta, josta ndméa tulokset seuraavat?

Ratkaisu:

Oletetaan, etta tehtévian lukujono (x,) on méadritelty luonnollisesta luvusta 1 alkaen
eli ettd n = 1,2,3,..., jolloin tiedetddn, ettd lukujonon ensimmaéainen jasen on x
jne.

(i) Oletetaan € > 0. Oletuksesta seuraa, ettd on olemassa kynnys K € N, siten etté
kaikilla n > K pétee

|z, —a| <e.

Koska kaikilla n pitee n? > n niin télloin kaikilla n > K myds n? > K, jolloin
saadaan

Tp2 —a| <E.

Taten x,2 — a kun n — oco.

(ii) Lukujono (z,_7) on lukujono, jonka kadeksas jasen on lukujonon (z,) ensim-
méinen jasen (zs_7 = 7). Sen yhdeksés jisen on vastaavasti lukujonon (x,) toinen
jasen jne. Lukujonon (x,_7) seitsemésti ensimmaéisestéd jasenestd emme pysty sano-
maan mitddn varmaa, ne taytyy mairitelld erikseen. Joka tapauksessa kohdan (ii)
véite on se, ettd lukujono, joka kahdeksannesta jésenesta alkaen on identtinen luku-
jonon (z,) kanssa, suppenee samaan lukuun kuin (x,). Osoitetaan tamé triviaalilta
tuntuva vaite tasmallisesti.

Olkoon € > 0. Nyt on olemassa kynnys K € N siten etta kaikilla n > K patee

|z, —a| <e.

Valitaan nyt Ky € N sellainen, ettd Ko = K 4 7. Talloin kaikille n > Ky pétee
n>K+T7elin—7>K, joten

|Tn_7—al <eVn>K,

Téaten z,,_7 — a kun n — oo.

Tapaus (i) on suppenevan jonon (x,) osajono, joten lauseen 2.2.12 perusteella tapaus
(i) suppenee samaan lukuun kuin (x,,) eli lukuun a.

Toisaalta suppeneva jono (z,) on osajono tapaukselle (ii), joten lauseen 2.2.12 pe-
rusteella jos jono (x,_7) suppenee, niin jonon (x,_7) tdytyy supeta samaan lukuun
kuin (x,).



