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Harjoitus 5 — Ratkaisuehdotuksia

L1. Oletetaan, etti A C R, A # (), ja ettd a = sup A. Merkitdan B = {—z | v € A}.
Osoita tarkasti, ettd on olemassa inf B € R, ja ettd inf B = —a. (Tarkista kirjasta
infimumin maéaritelma.)

Ratkaisu: Palautetaan mieliin mita infimum oikeastaan tarkoittaa . Siind missé supre-
mum tarkoittaa ylhdalta rajoitetun epatyhjan reaalilukujen osajoukon pieninta yla-
rajaa, tarkoittaa infimum analogisesti alhaalta rajoitetun epéatyhjan reaalilukujen os-
ajoukon suurinta alarajaa. Kyseessé ei siis ole mitenkddn uusi ja kummallinen asia
vaan taysin luonnollinen vastine supremumin maaritelmalle. Jossain mielessa nama
kaksi ovat saman kolikon kaksi kdantopuolta..

Epéatyhjan, alhaalta rajoitetun reaalilukujen osajoukon E infimum on siis sellainen
reaaliluku p, joka toteuttaa seuraavat kaksi ehtoa:

(i) p on joukon E alaraja eli kaikilla x € E patee = > p

(ii) Jos g on joukon E alaraja niin p > q.

Oletuksen nojalla joukko A # (0, joten on olemassa reaaliluku y € A. Koska reaali-
luvun z vastaluku —z on myos reaaliluku ja merkitsemme, ettda B = {—x | v € A},
niin B on reaalilukujen osajoukko. Tavoitteenamme on nyt osoittaa, ettd luku —a
toteuttaa yllamainitut ehdot.

Ensinnékin koska a on joukon A yliraja péatee

r<a VreA,

joten
—x > —a Vz € A.

Siis —a on joukon B alaraja. Eli ehto (i) toteutuu.

Olkoon sitten b joukon B alaraja. Tall6in
—x>b VreA,

joten
r<—-b VreA

Siispd luku —b on joukon A yldraja. Toisaalta oletuksen nojalla a = sup A, joten
a<—-b & —a>0bh

Siis myos ehot (ii) toteutuu luvulle —a ja voimme péételld, etta inf B = —a.

L2. Oletetaan, etta jono (x,) suppenee. Osoita, etta




L3.

kun n — oo. TehtSivissé on iloa tiedosta, ettd suppenevat jonot ovat rajoitettuja.

Ratkaisu: Jonosta (z,) ei kerrota tarkemmin tietoa, kuin ettd se suppenee joten on
luultavimmin hankalaa ndyttad kurssin lauseiden perusteella, etté
()"

vn

Koitetaan siis edeté silla tavalla, jonka tiedimme ainakin varmasti toimivaksi eli kay-
tetdan lukujonon raja-arvon maéritelmad. Kuten tehtdvanannossa iloisesti todetaan,
suppenevat jonot ovat rajoitettuja ( Lause 2.2.7 ) joten tieddmme, ettd on olemassa
sellainen M > 0, etté |z,| < M kaikilla n € N.

Tutuksi tulleen metodin mukaan lahdetdén tutkimaan lukujonon (y,), missa y,, = Vo
yleisen termin ja raja-arvoehdokkaan 0 erotuksen itseisarvoa.

42

Ly

(i) | wn|42 - M42
vl yn T n’
(x ) Yhtalo perustuu siihen, etté rationaalilausekkeen nimittéja on aina positiivi-
nen, kun n € N jolloin itseisarvon mééritelméin nojalla |/n| = y/n ja toisaalta sen

’yn_0| =

kurssin alkupuolella osoittamamme itseisarvoihin liittyvéan tiedon, ettd |xy| = |z||y|
kaikilla z,y € R perusteella voimme induktiolla paatelld, ettd |z"| = |z|™ kaikilla
r € R ja n € N. Erityisesti siis [/2]| = |z, [*2.

Olemme nyt loytdneet tutkittavalle erotuksen itseisarvolle yldrajan, josta ndemme,
ettd saamme sen juuri niin pieneksi kuin haluamme, kunhan n on kyllin suuri. Jos

€ > 0, niin
M42 M84
—<E < n>

NG g2

Kasataan viela ylldolevat laskumme yhteen varsinaiseksi todistukseksi.

Todistus: Olkoon € > 0. Valitaan 'kynnykseksi’ K jokin luonnollinen luku jolle K >
]\g—? ja oletetaan, etta n > K. Talloin
M42 M42 M42
|y — 0] < < = 4w =¢.
ARV

Lukujono raja-arvon maaritelman nojalla siis 3, — 0 kun n — oo.

Oletetaan, ettd x, — a kun n — oo ja a # 0. Osoita, ettd on olemassa sellainen
K € Ny, etta kaikilla n > K patee

1
|| > §|a|.

Yksi mahdollisuus on tarkastella erikseen tapauksia a > 0 ja a < 0. Periaatteellisesta
kuvasta voi olla paljon apua!

Ratkaisu: Tutkitaan vihjeen mukaisesti tapauksia a > 0 ja a < 0 erikseen.
Oletetaan ensiksi, ettd a > 0. Télléin § > 0, joten loytyy sellainen K € Ny, ettd
kaikilla n > K pétee

a

|xn—a|<2



koska jono x,, suppenee kohti lukua a. Itseisarvolemman nojalla siis

a_ @
. Tp — @ a0
2 2
ja edelleen tutkimalla kaksoisepayhtdlon vasenta epayhtéalod ja lisdaamalla luku a
puolittain saadaan
a
— < Zp.
2

Koska x,, < |z,| ja koska —|z,| < 0 péatee
a
—lz, <0< 5 <n < |z,

eli
a
—lzn| < 5 < |z,

Itseisarvolemmasta seuraa nyt, ettd |z,| > $|al.

Oletetaan sitten, ettd a < 0 ja edetdan vastaavasti kuin edella. Nyt —2 > 0, joten
l6ytyy sellainen K € Ny, etta kaikilla n > K pétee

a
|z, —a| < —5

Itseisarvolemman nojalla siis

o _ < 2
a Tp — G 5
2 2
ja edelleen tutkimalla kaksoisepéayhtédlon oikeaa epéyhtéaloa ja lisdamaélla luku a puo-

littain saadaan a

5.

Erityisesti siis z,, < 0, joten |z, | = —x,, eli —|z,| = z,. Liséksi koska |z,| > 0 pétee

Ty <

a
—|xn] =2, < 5 <0 < |z,

eli
a

Itseisarvolemmasta seuraa taas, ettd |z,| > 3|al.

On siis osoitettu véite todeksi. Vaistdmatta herdd kysymys, miksi oletimme alussa,
ettd a # 07 Vastaesimerkiksi saattaisi esimerkiksi sopia jokin lukua 0 kohti suppe-
neva vakiojono :) .

Huomautus: Tama irralliselta tuntuva tulos saa selkean motivaation kun tutkimme
lauseen 2.2.8 kohtaa, jossa osoitamme, ettd kahden jonon osaméaran raja-arvo on
jonojen raja-arvojen osamaara.

L4. Oletetaan, etta lukujonot (z,) ja (y,) toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) Yy — a kun n — oo,

(ii) (x,) on nouseva, ja



(iii) =, <y, kaikilla n.

Osoita, etté

(iv) x, < a+1 kaikilla n, ja

(v) jono (z,) suppenee.

Ratkaisu:

Osoitetaan ensin véite (iv):

Oletuksesta (i) saadaan tieto, ettd on olemassa kynnys k, jolle pétee

|yn - a| <1

kun n > k, joka on itseisarvolemman mukaan yhtapitavia epayhtalon
—-1<y,—a<1

kun n > k, kanssa, josta edelleen saadaan:

Yp —a <1

=y <a+1

(1) Nyt oletuksista (iii) ja (i) yhdessd saadaan:
Ty <yYp<a+l

kaikilla n > k.

(2) Lopulta oletuksesta (ii) tiedamme, ettd z,_1 < z,. Siis my0s kaikilla n < k pétee
T, < a-+ 1.

Siis (1) ja (2) yhdessé osoittavat, ettéd kaikilla n pétee
T, <a+1l=—=—=ux,<a+1

Osoitetaan sitten viite (v).

Merkitédén A ={x,|n € N}. Kohdan (iv) perusteella joukko A on ylhaalta rajoitettu.
Liséksi A on selvisti epéatyhjé. Siis joukolla A on sup A = s

Olkoon ¢ > 0. Lauseen 1.2.8 mukaan kaikille € > 0 on olemassa z,. € A, jolle patee
S—e< Tp: <8

Oletuksen (ii) mukaan talloin patee

S—e< Tpe < Ty, <8

kun n > n,.. Tatd muokkaamalla saadaan
s—e<x, <8
<= —ce<x,—s<0
—= —c<x,—85<E¢
—|x, —s|<e

kun n > n., josta (v) seuraa.



L5. Tarkastellaan lukujonoa (x,), missd x; = 2 ja

1 3
Tpt1 = 5('1771 + 7)

T

n € Ny. Osoita, ettd z, — V3 kun n — co. (Tassa tehtavésséa on tarkoitus mukailla

luentojen esimerkkié.)

Ratkaisu:

Osoitetaan ensin etté lukujono (x,,) on alhaalta rajoitettu ja vihenevi. Talloin lauseen

2.3.2 mukaan z,, suppenee.

Huomataan etta selvésti z, > 0 kaikilla n € N. Siis luku jono (z,) on alhaalta

rajoitettu.

Tutkitaan seuraavaksi erotusta =, 1 — x,.

3 3 3

Tpgl — T = ——— — Ty = = =

Pyritdan arvioimaan termid z? siten, ettd saadaan ylli olevasta erotuksesta jotain

negatiivista.

) 1 3.0\ 1 3\?
= (gt ) =1 (o 7))
1(, 1/, 9
4<xn+6+x2>:4<xn+6—12+12—|—x%>
1 9
3

) 1 32
=i rwie) = (o= ) vz

Yhtaloketjun nojalla saimme, etta 22, , > 3. Liséksi 7 = 4, joten x2 > 3 kaikilla n.

Nyt voimme arvioida erotusta x,.1 — z,:

Tn41 — Tpn =

kaikilla n

Siis koska 11 — z, <0, niin jono x, on vaheneva.

Nyt kayttamaélla kirjan lausetta 2.3.2 ja 2.2.12 tiedetdan etta jollakin a € R
T, —> a

kun n — oo ja
Tpt1 —7 QA

3 1 3
CEEANR YA}
T 2 a

kun n — oo
Toisaalta patee

Tnt1 =

N | =



kun n — oo lauseen 2.2.8 perusteella. Nyt lauseen 2.2.6 perusteella saamme yhtalon

a—l(a—l—S)
2 a

Saimme lopulta, etti a = v/3, joten lukujono (x,) suppenee lukuun /3, kun n — oo



