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Harjoitus 5 — Ratkaisuehdotuksia

A1. Selvita kurssilla esitettyjen lukujonojen raja-arvoja koskevien tietojen avulla
_ 3n?+1
im ———.
n—=0 2n2 +5n + 7
Ratkaisu: Muokataan aluksi tutkittavaa lukujonoa téssa tapauksessa hyodyllisem-
paan muotoon
3n% + 1 o n*(3+ %) 3+ %
im ———— = lim = lim ———"—.

Lukujonon raja-arvon maéaritelman perusteella voidaan helposti osoittaa, etta

1 -
lim — =0 ja lim a = a,
n—oo n n—oo

kun a on jokin reaaliluku, joten oletetaan ndmaé tunnetuiksi. Nyt kirjan lauseen 2.2.8
ja edellisten tulosten perusteella saadaan:

lim(1>: im<1~1>20-0:0
n—oo n2 n—oo n n
1
lim(5>: im(5->=5-0=0
n—o0 n n—o0 n
lim <7>: im(7‘1):7 0=0
n—oo0 \ n2 n=s00 n2
_ 1
lim (3+2) =3+0=3
n—oo n
5 7
lim (2424 ) =240+0=2.
n—oo n n
Nyt koska
5 7 .
24—+ 5 #0ja2#0,
n o n
kaikilla luonnollisilla luvuilla n = 1,2,3..., voidaan edelleen soveltaa lausetta 2.2.8
saaden
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A2. Selvitad kurssilla esitettyjen lukujonojen raja-arvoja koskevien tietojen avulla
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Ratkaisu: Muokataan jalleen tutkittavaa lukujonoa hyodyllisempéan muotoon
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Nyt kirjan lauseen 2.2.8 seké tehtdvin Al tulosten perusteella saadaan

1
lim (3>: lim (3-)23-020
n—oo n n—oo n
3 1
lim <+ >zo+0:0

n—oo \ n ﬁ

57
lim (242 + 5 ) =240+0=2.
n n

n—oo
Nyt koska
5 7 .
24—+ #0ja2#0,
n o n
kaikilla luonnollisilla luvuilla n = 1,2,3..., voidaan edelleen soveltaa lausetta 2.2.8
saaden

3n+ 1 34 5 0
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Osoita Bernoullin epayhtalon avulla tarkasti, etta

1
3—n—>0kunn—>oo.

(Bernoullin epéyhtél6 on kirjan esimerkki 1.4.5.)
Ratkaisu: Bernoullin epayhtalon mukaan reaaliluvuille z > —1 ja luonnollisille lu-
vuille n =1,2,3,... on voimassa

(14+2)" > 1+ nax.

Tehtdvanannon mukaan téytyy siis osoittaa, ettéa

li ! =0
Jim = =0.

Osoitetaan tamé lukujonon raja-arvon maaritelman perusteella. Tutkitaan lauseketta

1
EOE
kun n € N:
1 1 1
3 ’_ 3| 3 (142

Huomataan, ettd Bernoullin epéyhtélén oletukset ovat voimassa (2 > —1,n =1,2,3,. ..

joten lauseketta voidaan sen avulla arvioida ylhaalta péin:
1 1 1 1
<

< < — .
(1+2)" ~14+2n 2n " n

Huomataan .
n

ja nyt voidaan muodostaa todistus:

Oletetaan € > 0. Valitaan luvuksi k& pienin luonnollinen luku, jolle k > é Talloin
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kaikilla n > k. Joten siis raja-arvon maéritelméan nojalla

limizo eli ?)1”—>0kunn—>oo.

n—oo 3n
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Lukujonon raja-arvon maaritelma voidaan kirjoittaa kvanttorimerkeilla lyhyesti muo-
dossa
Ve >03dK e NyVn > K: |z, —a| <e.

Mita seuraavat muunnelmat kertovat lukujonosta (x,,):
(a) IK € NyVe > 0Vn > K |z, —a| < ¢;
(b) IK e Ny Je > 0Vn > K: |z, —a| < e.

Ratkaisu: (a) Kirjoitetaan kyseinen ehto sanoin auki: on olemassa sellainen luonnol-
linen luku K, etté kaikilla positiivisilla epsilon ja kaikilla n > K lukujonon etaisyys
pisteesta a on alle epsilonin. Siispa jonkun indeksin jalkeen kaikki lukujonon termit
ovat “rajoittamattoman lahelld” lukua a, eli z,, on tdméan indeksin jalkeen vakiojono.

(b) Nyt ehdon mukaan on olemassa sellainen luonnollinen luku K, ja sellainen positii-
vinen epsilon, ettéd kaikilla K :ta suuremmilla indekseilla lukujonon termien etaisyys
pisteesta a on alle epsilonin. Jonkun kynnyksen jalkeen etaisyys ei voi olla suurempi
kuin eras tietty epsilon, toisin sanoen lukujono on rajoitettu taman indeksin jalkeen.

On hyvd huomata, ettd (a) -ehto on tavallista raja-arvoa vahvempi véite; on helppo
todistaa, ettd siitd seuraa ettd a on jonon z, raja-arvo. Viitteestd (b) sen sijaan ei
voida péatella mitaan senkaltaista. Voimme helposti 10ytaa vastaesimerkin maaritte-
lemalla jonon joka saa jaksollisesti arvoja lukujen a 4 ¢ ja a — ¢ valista.

Tarkastellaan lukujonoa (x,), jolle patee z; = 1 ja joka toteuttaa kaikilla n € Ny
yhtalon z,,, = 2z, + 1. Pohditaan tdman jonon suppenemista ja mahdollista raja-
arvoa. Mita mielta olet seuraavasta pattelysta?

Ajatellaan, etté olisi x,, — x kun n — oo. Sovelletaan lausetta 2.2.8. Sen nojalla olisi
talloin 2z, +1 — 2z + 1 kun n — oo. Toisaalta varmastikin péatee, ettd =, —
kun n — oco. Saamme siis yhtélon x = 2x+1. Ratkaisemalla tdmén saamme z = —1.
Siis jono suppenee ja sen raja-arvo on —1.

Ratkaisu: Tutkitaan hieman jonon termeja madarittelevaa lauseketta: =, = 22, +1.
Selvasti z,, < 2x, + 1 kun x,, > 0, ja koska x; = 1 voimme paatelld, ettd lukujo-
no on aidosti kasvava ja kaikkialla positiivinen. Téssa vaiheessa pitéisi alkaa epéilla
virhetta, silld on hyvin outoa jos positiivinen, aidosti kasvava jono suppenisi koh-
ti negatiivista lukua. Itseasiassa virhe loytyy jo paattelyn ensimmaisesta virkkeesté.
Jotta voisimme kayttad lausetta 2.2.8, meidan taytyy tietda, ettd summattavilla lu-
kujonoilla oikeasti on raja-arvo olemassa. Kun me “Ajatellan, etta olisi z,, — x kun
n — oco”, me teemme oletuksen etta kyseinen jono suppenee. Siten emme ole todis-
taneet, etta —1 on kyseisen jonon raja-arvo, vaan ehdollisen vaitteen: “Jos jonolla x,
on raja-arvo, se raja-arvo on —1”. Tamaéa on tosi viite vain ja ainoastaan sen takia,
etta jonolla x, ei ole raja-arvoa.



