HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Raja-arvot, syksy 2015
Harjoitus 4 — Ratkaisuehdotuksia

L1. Osoita méaritelmén perusteella, etta
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L2. Osoita méaritelméan perusteella, etta viite
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on epatosi.
Ratkaisu: Raja-arvon maaritelméan mukaan vaite
2n? + 3
im —— =
n—oon? +n+1
on epatosi, kun ei pade, ettéd kaikille € > 0 on olemassa kynnys n. € N siten, etta
2n? + 3

SETe
n2+n+1

<e,

kun n > n,.
Meidan taytyisi siis loytaa jokin € > 0, jolle ei ole olemassa kynnystd n. € N siten,
etta

2n? + 3
— 1| <e,
n2+n+1
kun n > n,.
Eli meidan téaytyisi siis 1oytéda jokin € > 0, jolle kaikilla kynnyksilla n. € N patee
2n’+3
# — 1 >,
n“+n+1

jollain n > n..
Nyt, kun on selvaéd, mita yritamme tehda, ldhdetdaan tekemaén:
Kun n € N niin

n2+n+1 n2+n+1
n?—n+2
n2+n+l‘
n?—n+2
n®+n+1

n?—n
“n2+n2+n?

7’L2—’I’L

B 2n? + 3 nz—i-n—l—l‘
n?+n+1

on? + 3 |_

Huomataan, ettd kun n > 2, niin

(O8]
(SR
(@)

Todistus:
Valitaan ¢ = 5 Olkoon n. € N. Nyt valitaan n = n. + 2, jolle piatee n > n. ja
n > 2. Siis

22+ 3 ‘ 1—1
== =c.
- 6

1
- 7 n o> 2
n2+n+1 3 — 3

Siis raja-arvon maaritelmén perusteella viite
2n% +3
im ——
n—oon? +n+1

on epatosi.



L3.

L4.

L5.

Oletetaan, ettéd z,, = % kun n on parillinen ja z,, = % kun n on pariton. Suppeneeko
jono (x,)? Todista véitteesi!
Ratkaisu: Valistuneesti arvataan, etta lim,,_,., x, = 0. Tédhdn arvaukseen voi paitya
esim. siten, etté lukiotietojen perusteella lim,, . % =0 ja lim, s # = 0. Yritetadn
siis osoittaa, ettd lim,, o x, = 0:
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Siis lim,, oo x, = 0.
Pohdittavaksi yhdessi paikan pailld. Oletetaan, ettd |z,| < 3 péitee kaikilla

n =1,2,.... Maaritellidn y, = “=. Osoita, etta jono (y,) suppence.

Ratkaisu: Tehtdvanannon oletuksista huomataan, ettd jonon (z,) arvot ovat aina
suljetulla valilla [—3, 3]. Toisaalta jonon (y,,) yleisen termin nimittajéssé oleva n kas-
vaa rajatta indeksin mukana. Tasta voidaan paatelld, ettéd termin y, arvot lahenevét
valttdmatta nollaa, kun n kasvaa. Osoitetaan siis, ettd jono (y,) suppenee lukuun 0.
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Siispé raja-arvon maaritelmén nojalla (y,) — 0, kun n — oo eli jono (y,) suppenee.

Pohdittavaksi yhdessa paikan paalla. Tarkastellaan lukujonoja (x,) ja (yn)-

(a) Oletetetaan, ettd molemmat hajaantuvat. Mité tiedetdén jonon (z, + y,) suppe-
nemisesta tai hajaantumisesta?

(b) Oletetetaan, ettd molemmat hajaantuvat. Mité tiedetdan jonon (z,y,) suppene-
misesta tai hajaantumisesta?



(c) Oletetaan, etté (x,) suppenee ja (y,,) hajaantuu. Mita tiedetdén jonon (z, + y,)
suppenemisesta tai hajaantumisesta?

(d) Oletetaan, ettd (x,) suppenee ja (y,) hajaantuu. Mitd tiedetddn jonon (z,y,)
suppenemisesta tai hajaantumisesta?

(e) Oletetaan, ettd (x,) suppenee ja (y,) hajaantuu. Oletetaan lisiksi, etté kaikilla
n patee x, # 0. Mita tiedetdén jonon (z,y,) suppenemisesta tai hajaantumisesta?

Ratkaisu: (a) Summajonon (z,+7v,) suppenemisesta ei voida sanoa mitaan. Valitaan
ensin vaikkapa (z,) = —1,1,—1,1,... ja (y,) = (x,). Siis jono x, "heilahtelee” luku-
jen -1 ja 1 valilld eikd ndin ollen suppene. Talléin (z, +y,) = (2z,) = —2,2,-2,2,...
eli summajono jaa heilahtelemaan lukujen -2 ja 2 vilille eikd néin ollen suppene.

Toisaalta, jos valitaankin (x,) kuten edelld, mutta (y,) =1,—1,1,... saadaan sum-
majonoksi (x, +y,) = 0,0,0,..., joka on vakiojono ja suppenee lukuun 0. Téall6inkin
siis (y,) jad hyppiméén lukujen -1 ja 1 vélille, mutta eri "tahdissa” kuin (x,,), jolloin
jonojen termit kumoavat toisensa.

Siispé tésséd tapauksessa summajono voi tapauksesta riippuen supeta tai olle suppe-
nemadtta.

(b) Tulojonolle (x,y,) kiy samoin kuin summajonollekin. Valitaan nyt (z,) =0, 1,0, ...
ja (yn) = (x,) eli nyt jonot heiluvat 0 ja 1 valilla. Talloin (z,y,) =0,1,0,... = (z,)
eli tulojono hajaantuu.

Toisaalta, jos (z,) valitaan samoin kuin ylld, mutta (y,) = 1,0,1,... saadaan
(xnyn) = 0,0,0,... eli tulojono on vakiojono, joka suppenee lukuun 0.

Tasta seuraten, jos molemmat jonot hajaantuvat ei tuljonon suppenemisesta voida
suoraan sanoa mitaan.

(c) Jos (z,) suppenee ja (y,) hajaantuu, voidaan osoittaa, ettd summajono (z, +y,)
hajaantuu. Todistetaan tamé tekemaélla vastaoletus.

Oletetaan, ettd jono (z, + y,) suppenee lukuun b € R. Toisaalta, tehtévanannon
oletuksen nojalla tiedetdén, ettd (z,) suppenee myos johonkin lukuun a € R. Osoi-
tetaan, etta talloin jono (y,) suppenee lukuun b—a, mista saadaan haluttu ristiriita.
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missa ensimméinen epéayhtélo seuraa kolmioepayhtalosta. Nain ollen raja-arvon méaa-
ritelmén nojalla jono (y,) suppenee lukuun b—a, mutta tdma on ristiriita, silla jonon
(yn) oletettiin hajaantuvan. Siispa vastaoletus on epéatosi ja summajonon (x, + y,)
taytyy hajaantua.

Tehtavan voisi myos ratkaista kayttamalla kurssin raja-arvojen laskutoimituksia kos-
kevaa lausetta. Oletetaan, ettd (x,) — a, (2, + y,) — b. Talloin pétee

ATn Y = K (2 +9n) = @0 = 0 (@0 + yo) + Jim 20 = b+

Siis taytyy pated (y,) — a + b, mista haluttu ristiriita saadaan.

(d) Tassa tapauksessa jono voi jilleen supeta tai hajaantua. Jos x, = 0 kaikilla
n € N, niin valttaméatta patee x,y, = 0 kaikilla n. Siispa jono (z,y,) on vakiojono,
joka suppenee nollaan.

Toisaalta, jos z, = 1 ja y, = n kaikilla n, patee z,y, = n = y,. Talléin jono (z,y,)
hajaantuu, silla jono (y,) hajaantuu.

(e) Téssékin tapauksessa jono voi supeta tai hajaantua. Hajaantuvaksi tapaukseksi
kay sama esimerkki kuin edellisessédkin kohdassa, silld siind z, # 0 kaikilla n € N.

Suppeneva tapaus saadaan esimerkiksi valitsemalla x,, = 1/n, jolloin (z,) — 0, kun
n — oo ja y, = n. Talloin z,y, = 1 kaikilla n, joten jono (z,y,) on vakiojono, joka
suppenee lukuun 1.



