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Raja-arvot, syksy 2015
Harjoitus 4 — Ratkaisuehdotuksia

A1. Osoita méaaritelméan perusteella, etté
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Ratkaisu: Raja-arvon maaritelmén mukaan reaalilukujono (x,) suppenee kohti lukua
a € R, jos kaikkia ¢ > 0 vastaa jokin luku n. > 0 siten, ettd |z, —a| < ¢, kun

n > n.. Tutkitaan etaisyytta
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Halutaan valita n. siten, etta kaikilla
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on haluamamme luku. Muotoillaan vield varsinainen todistus.

Olkoon & > 0. Valitaan n. > 1. Nyt kaikilla n > n. pétee
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A2. Osoita méaaritelméan perusteella, etté
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Ratkaisu: Tutkitaan etaisyytta
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Olkoon & > 0. Valitaan n, > 2. Nyt kaikilla n > n. pétee
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A3. Osoita maéaritelman perusteella, etta

ALIQO(Vn+3—¢n+1) =0.

Ratkaisu: Tutkitaan etaisyytta
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A4.

Olkoon ¢ > 0. Valitaan n, > ;%. Nyt kaikilla n > n. patee
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Pohdittavaksi yhdessa paikan paalla. Osoita méaritelmén perusteella, etté viite

. n+1
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on epatosi.
Ratkaisu: Raja-arvon maédritelmén mukaan vaite
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on tosi jos ja vain jos kaikilla € > 0 on olemassa k. € N jolle patee:
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Jos n > k., niin —1‘<€

Nyt jos loydetaan jokin € > 0, jolle ei 16ydy edella mainittua kynnysindeksia k., niin
vaittama saadaan todistettua epatodeksi.

Lahdetaan arvioimaan itseisarvolauseketta
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Nyt jos valitaan € = % > 0, niin kaikilla n € N pétee
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joten loysimme luvun e jolle ei ole olemassa raja-arvon maéaritelmasséa esiintyvaa
kynnysindeksia k.. Siis véite
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A5. Pohdittavaksi yhdessa paikan pailla. Luennolla on osoitettu, miten supremumin
avulla voidaan perustella luvun {/5 olemassaolo. Perustele samaan tapaan luvun /5
olemassaolo.

Ratkaisu: Halutaan osoittaa, ettd on olemassa positiivinen reaaliluku a, jolle patee
a’? = 5. Merkitdan

A={zeR:z>0jaa2® <5}.

Koska 0 € A, niin A on epatyhji. Koska kaikilla x € A pétee x < 5, niin A on
ylhaalta rajoitettu. Taydellisyysaksiooman nojalla joukolla A on olemassa supremum
sup A. Merkitdin a = sup A. Osoitetaan seuraavaksi, etti a®> = 5, eli etti a on
hakemamme reaaliluku. Todistus onnistuu osoittamalla, etti epayhtilot a? < 5 ja
a? > 5 johtavat ristiriitaan.

Oletetaan ensin, ettd a? < 5. Nyt jos 16ydetdén luku h > 0, jolle pétee (a+ h)* < 5,
niin a+h € A ja a+h > a, jolloin luku a ei voi olla joukon A supremum. Lahdetdan
etsimaan tallaista lukua A. Nyt jos 0 < h < 1, niin

(a+h)*> =a®+2ah+h*> < a®>+2ah+h=a’>+h(2a+1).
Lisaksi
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Siis halutaan valita A, joka on lukua g;—j:j pienempi. Otetaan puolet tasta, eli valitaan

h = min {%gafl : %} (otamme minimin niistd kahdesta luvusta, silld haluamme liséksi

varmistaa, ettd h < 1 péatee). Nyt
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Siis (a + h)? < 5, jolloin a + h € A sekd a + h > a. Koska a = sup A, niin tdmé on

ristiriita supremumin méaritelmén nojalla, silli nyt a ei ole joukon A ylaraja.

1
(a—l—h)2<a2—|—h(2a+1)§a2—|—§(5—a2): 5.

Oletetaan sitten, ettd a? > 5. Nyt jos loydetddn luku h > 0, jolle pitee (a —h)* > 5,
niin a—h on joukon A ylaraja ja a—h < a, jolloin a ei voi olla joukon A supremum.
Lahdetaan etsimaén tallaista lukua h. Kaikilla h > 0 patee

(a — h)*> = a® — 2ah + h* > a® — 2ah.
Lisaksi
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Siis halutaan valita h, joka on lukua

h=39=5>0. Nyt
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Siis a—h < a ja a—h on joukon A yliraja. Koska a = sup A, niin tdma on ristiriita

supremumin méaéritelman nojalla, silld nyt a ei ole joukon A pienin ylaraja.

.

Niin ollen a on positiivinen reaaliluku, jolle ei piade a? < 5 eikd a® > 5. Télloin
téytyy péated a®> =5, eli a = /5.



