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Harjoitus 3 — Ratkaisuehdotuksia

A1. Téssé tehtévassa pidetdén tunnettuna sité, ettd |z — y| ilmaisee reaalilukujen z ja y
vélisen etéisyyden. Paattele tamén perusteella yhtalon

(a) |z —2[ = |z +4],
(b) 2z — 2| = | + 4]

ratkaisu. Tulosta ei tassé tehtdvassa taydy perustella itseisarvon tarkan méaritelmén
avulla.

Ratkaisu: (a) Kirjoitetaan ensin yhtdlo hiukan toisella tavalla:
lz—2| =]z +4] = |z — 2| = |z — (—4)]|

Nyt voimme tulkita tehtavin yhtélon siten, ettd luvun x etaisyys luvusta 2 on yhta
suuri kuin sen etaisyys luvusta —4. Tamén ehdon toteuttaa luku —1. Voimme viela
tarkistaa vastauksen sijoittamalla alkuperdiseen yhtaloon z = —1:

|—1-2/=|-3=3ja|-1+4/ =3 =3.

Tilannetta on helppo havainnollistaa kuvalla:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
® . °

(b) Kirjoitetaan taas yhtalo niin, ettd se on helpompi tulkita:
2z — 2| = |z + 4] <= 2|z — 2| = |z — (—4)|

Yhtalo voidaan siis tulkita niin, ettd luvun x etaisyys luvusta —4 on kaksi kertaa
niin suuri kuin sen etdisyys luvusta 2. Tamén ehdon toteuttaa luku 0: sen etaisyys
luvusta —4 on 4 ja sen etdisyys luvusta 2 on 2. Ehdon toteuttaa myos luku 8, jonka
etédisyys luvusta —4 on 12 ja etdisyys luvusta 2 on 6. Tamékin ratkaisu voidaan
tarkistaa sijoittamalla alkuperiiseen yhtaloon ensin x = 0:

200 -2/ =2/—2|=4ja|0+4] =4 =4

ja sitten x = 8:
2|18 — 2| =2|6] =12 ja |84+ 4] = |12]| = 12.

Tassakin kohdassa kuvien piirtdminen auttaa tilanteen hahmottamista:

—-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. . .

—-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L & ®




A2.

A3.

Todista tarkasti itseisarvon méaaritelméan perusteella, etté

(a) kaikilla o patee |z| > 0.

(b) kaikilla x ja y pétee |zy| = |z||y|.

Ratkaisu: (a) Jokaiselle reaaliluvulle x pétee tdsmaélleen yksi seuraavista ehdoista:

x>0, 2 =0 jax <0. Olkoon siis z reaaliluku. Kaydaan erikseen ldapi jokainen
edelld mainituista mahdollisuuksista.

Jos péatee x > 0, niin itseisarvon maaritelmén mukaan pétee |z| = x ja siten |z| > 0
ja edelleen |z| > 0.

Jos patee x = 0, niin itseisarvon mééritelmén mukaan patee |x| = 0 ja siten |z| > 0.
Jos patee = < 0, niin itseisarvon méaaritelman mukaan pétee |z| = —z ja —x > 0,
eli |z] > 0 ja edelleen |z| > 0.

Siis jokaisessa tapauksessa pétee |x| > 0, joten kaikilla = pétee || > 0.

(b) Téssé kohdassa téytyy myos kiayda lapi useampi tapaus. Olkoon x ja y reaalilu-
kuja.

Oletetaan ensin, ettd patee z > 0 ja y > 0, jolloin patee myos xy > 0. Itseisarvon
méadritelmin mukaan nyt pétee |x| = z, |y| = y ja |ry| = xy, joten pitee myos
|yl = zy = |2(|y.

Oletetaan seuraavaksi, ettd patee x < 0 ja y < 0, jolloin pétee xy > 0. Itseisarvon
méaaritelmin mukaan nyt patee |x| = —x, |y| = —y ja |ry| = xy, joten pitee myos
|zy| = zy = (—x)(—y) = |=[yl.

Oletetaan viela, ettd patee x > 0 ja y < 0, jolloin patee xy < 0. Itseisarvon maa-
ritelmdn mukaan nyt pétee |x| = z, |y| = —y ja |ry| = —xy, joten patee myos
zy| = —azy = z(—y) = |z|ly|.

Vield on késittelemétta tapaus y > 0 ja x < 0. Taméa tapauksen kohdalla todis-

tus on kuitenkin samankaltainen edellisen kohdan todistuksen kanssa, joten todistus
voidaan sivuuttaa.

Siis viite pétee kaikissa tapauksissa, joten olemme osoittaneet, ettd |ry| = |z||y|
kaikilla reaaliluvuilla z ja y.

Selvita itseisarvolemman avulla tarkasti, mitka reaaliluvut toteuttavat epéyhtélon
|z — 3] < 2. (Tahén tehtavadn soveltuu itseisarvolemman muoto |z| < a joss —a <
r<a.)

Ratkaisu:

Kaytetaan tehtavinannossa annettua itseisarvolemman muotoa, jolla siis voidaan ar-
vioida itseisarvomerkkien sisilld olevaa lauseketta alhaalta ja ylhéalta. Itseisarvo-
merkkien sisélla olevan lausekkeen koko ei vaikuta asiaan. Saadaan

z—3| <2+ -2<zx—-3<2.

Nyt lisaamalla kaksoisepayhtédlon jokaiseen kohtaan luku 3 epayhtalo sailyy ja saa-
daan
—2<r-3<2=1<xz<5

Eli reaaliluvut talla valilla toteuttavat tehtavan epayhtalon.



A4.

A5.

Tarkastellaan lauseketta 2 — 1 kun |z — 1] < 1. Osoita, ettd kaikilla tutkittavilla x
patee |22 — 1| < 3|z —1].
Ratkaisu:

Oletuksesta | — 1] < 1 saadaan rajattua x itseisarvolemman avulla samalla tavalla
kuin tehtavassa A3 tehtiin. Saadaan

lr—1ll<l<=-l<zr—-1<l<=0<zx<2

Nyt voidaan lihted arvioimaan lauseketta |22 — 1| hajottamalla se tekijoihin ja muis-
tamalla, ettd tulon itseisarvo on itseisarvojen tulo. Saadaan

22 = 1] = |(z + 1)(z —1)| = |z + 1|z — 1]

Koska = on rajoitettu lukujen 0 ja 2 valiin, niin tiedetédan ettd x4 1 on aina positii-
vista, joten itseisarvomerkit voidaan poistaa. Vasta itseisarvomerkkien poistamisen
jalkeen arvioidaan termia x+ 1, koska arvioiminen on silloin huomattavasti helpompi
tehdé niin ettd arvio varmasti patee. Oletuksesta 0 < z < 2 seuraa

e+ 1|z —1=(z+ D]z -1 <2+ )|z —1| =3z —1].
Eli siis |22 — 1] < 3|z — 1].

Sovella edellisen tehtavéin tulosta. Mité tiedimme sen perusteella etdisyydesta |22 —1]
jos tieddmme, ettd |z — 1| < 3777777

Ratkaisu:

Koska |z — 1| < 37777 < 1, niin my®és tehtévin A4 oletus on voimassa jolloin arviota
|22 — 1| < 3|z — 1] voidaan kéyttda. Nyt vain jatketaan A4 arviota kiyttamélla
oletusta |z — 1| < 377777, Nyt siis on kiytossi valmiiksi tietoa, jota voidaan varmasti
kayttda suoraan itseisarvon arvioimiseen. Saadaan

- _ 1
[o* = 1] < 3le — 1] <3377 =377 = o=

. 1
Eh |[L‘2—1| < W



