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Harjoitus 1 — Ratkaisuehdotuksia

L1.

L2.

Pohdittavaksi yhdessid paikan pailla. Osoita, ettd kaikilla reaaliluvuilla a ja b
ehdot (i) ja (ii) ovat yhtapitavia.

(i) a =b.

(ii) Kaikilla € > 0 pétee |a —b| < €.

Ratkaisu:

Taytyy osoittaa (i) < (ii). Kdydé&én ensiksi lapi (i) = (ii):

Oletetaan a = b. Lauseketta muokkaamalla saadaan
a=b=>a—-b=b—-b=a—-b=0

Nyt kaikilla € > 0 patee:
0=10]=|a—0] <e.

(i) < (ii):

Oletetaan, ettd kaikilla € > 0 pétee |a — b| < €.

Tehdaéan vastaoletus, ettd véite a = b ei pade, eli a # b. Talldin pétee joko a > b
tai b > a. Voimme olettaa, ettd a > b, sillad toinen vaihtoehto kayttaytyy tasmaélleen
samalla tavalla. Valitaan ¢ = “T_b Nyt pétee

—b
|a—b|:a—b>aT:€.

Toisaalta oletuksen mukaan kaikilla ¢ > 0 péatee |a — b| < ¢, joten oletuksemme
a # b on johtanut ristiriitaan. Siis patee a = b.

Oletetaan, etté reaaliluku x toteuttaa ehdot:
lz— 1] <2ja |z —4| <3.

Osoita, etté télloin x toteuttaa ehdon |r — 2| < 1. Kannattaa soveltaa itseisarvolem-
maa.

Ratkaisu: Oletuksista saamme itseisarvolemmaa avulla johdettua seuraavat epéayh-
taloparit:

lr—1]<2 <= —2<z2z—-1<2 |[|+1
= —l<zr<3

|t —4| <3 <<= -3<zr—-4<3 ||+4
= l<a<T

Jotta molemmat ylla johdetuista epayhtalopareista olisivat voimmassa, tulee pétea
1 <z ja x < 3, jolloin toteutuvat myos —1 < x ja x < 7. Tehtavassa kysyttiin
x:n etdisyytta luvusta 2, joten saatetaan epdayhtilo haluttuun muotoon kéyttamalla
uudelleen itseisarvolemmaa:



l<z<3 ||-2
— —l<z-2<1
—|r—-2| <1

L3. Osoita, etta kaikilla kokonaisluvuilla n = 1, 2, . . . patee

3n—1 3 2
<i
2n + 1 2 n

Ratkaisu:

3n—1 3'_2(371—1) 3(2n+1) ‘n—2—6n—3
2n+1 21 [2(2n+1) 2(2n+1) 4n + 2

] 5 8§ 2

— < e

— — < — =
‘4n—|—2 |dn +2|  4n+2 4n—|—2_4n n

Yl arvioitaessa ensin kasvatetaan osoittajassa luku 5 luvuksi 8. Taman jialkeen
pienennetadn nimittajad vihentamalla siita luku 2.

L4. Oletetaan, ettd n > 27777, Mité tiedit tilloin edellisen tehtévin tuloksen nojalla
etéisyydesta

’371 -1 B 3’ 0
on+1 2|
Ratkaisu:

Edellisessa tehtéavassa ratkaistiin etédisyydelle tulos:

3n—1 3 2
<=z
2n + 1 2 n

Siispé, kun n > 27777, tiedetdédn, voidaan epidyhtilon oikean puolen nimittéjaa ar-
vioida alaspéin, jolloin saadaan etaisyydelle arvio:

3n—1 3’ 2 2 e

P —9
n+1 2|~ n 27777

L5. Pohdittavaksi yhdessd paikan paalld. Mika on Bernoullin epayhtalo? Miten se
todistetaan? Vastaus 10ytyy tutkimalla kirjaa yhdessa.

Ratkaisu:

Bernoullin epayhtélon mukaan reaaliluvuille x > —1 ja luonnollisille luvuille n =
1,2,3, ... on voimassa
(14+2)" > 1+ nax.

Se voidaan todistaa induktiolla. Todistus 16ytyy kirjan sivulta 25 (esimerkki 1.4.5.).



