
HU, Probability Theory Syksy 2015, Harjoitustehtävät 2 (16.9.2015)

1. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F), additiivinen todennäköisyys P on
σ-additiivinen jos ja vain jos kaikille jonoille (An : n ∈ N) ⊆ F jolla
An ↓ ∅, ali An ⊇ An+1 ja

⋂
n∈N

An = ∅, seuraa P (An) ↓ 0.

Tämä ei päde äärettömälle mitalle, esimerkiksi Lebesguen mitalle (R,B(R))
avaruudessa, jolla λ((a, b]) = (b − a)+. λ(R) = +∞, kuitenkin Lebes-
gue mitta on σ-äärellinen. Keksi vastaesimerkki, eli tapahtumien jono
(An : n ∈ N) ⊆ B(R) jolla An ↓ ∅ mutta P (An) 6→ 0.

2. Määritelmän mukaan avaruuden Ω = Rd Borelin σ algebra on avomien
joukkojen virittämä σ-algebra.

Kun t ∈ Rd, olkoon

(−∞, t] = {s ∈ Rd : si ≤ ti, i = 1, . . . d}

Osoita että luokka

I =
{

(−∞, q], q ∈ Qd
}

on π-luokka joka virittää Borelin σ-algebran.

Vihje Jos U on avoin Rd:ssa, ja Q on tiheä R:ssa, ∀x ∈ U ∃r, q ∈ Qd

jolla r < q (eli ri < qi kun i = 1, . . . , d

x ∈ (r, q) := (r1, q1)× (r2, q2)× · · · × (rd, qd) ⊆ U.

3. Olkoon (Ω,F ,P) todennäkösyyskolmikko ja (An : n ∈ N) ⊆ F tapah-
tumien jono jolla P(An) = 1 ∀n ∈ N.

Osoita: P
(⋂

n∈NAn

)
= 1.

Olkoon (Bn : n ∈ N) ⊆ F jolla P(Bn) = 0 ∀n ∈ N.

Osoita P
(⋃

n∈NBn

)
= 0.

4. Olkoon (Ω,F) todennäköisyysavaruus ja tapahtumien jono (An : n ∈
N) ⊆ F . Merkitään

lim sup
n
An :=

⋂
k∈N

⋃
n≥k

Ak, lim inf
n
An :=

⋃
k∈N

⋂
n≥k

Ak,
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(a) Osoita: (lim supnAn) ∈ F .

(b) Osoita: (lim infnAn) = (lim supnA
c
n)c. jossa Bc = Ω \ B on B-

joukon komplementti.

(c) Osoita: (lim infnAn) ∈ F .

(d) Kun A ∈ A, olkoon 1A(ω) tapahtuman A:n indikaattori-funktio
argumentilla ω ∈ Ω. Osoita että

1(lim supn An)(ω) = lim sup
n

1An(ω), 1(lim infn An)(ω) = lim inf
n
1An(ω)

(e) Osoita että

lim sup
n
An = {ω : ω ∈ An äärettömasti usein, eli äärettömille monille n }

lim inf
n
An = {ω : ω ∈ An lopullisesti , eli kaikille tarpeeksi suurille n:lle }

(f) Olkoon An ⊆ Bn ∀n. Osoita että

lim sup
n
An ⊆ lim sup

n
Bn, lim inf

n
An ⊆ lim inf Bn

(g) Oletetaan että jollakin todennäköisyydellä P pätee P(lim supnAn) =
1 ja P(lim infnBn) = 1. Osoita että P(lim supnAn ∩Bn) = 1.

5. Olkoon (Ω,F) todennäköisyysavaruus todennäköisyysmittojen jonolla
(Pn : n ∈ N).

Oletataan että ∀A ∈ F raja-arvot

P(A) := lim
n→∞

Pn(A)

ovat olemassa.

(a) Osoita että kuvaus P : F −→ [0, 1] on todennäköisyysmitta.

(b) Silloin, kaikille tapahtumien jonoille (Ak : k ∈ N) ⊆ F joilla
Ak ↓ ∅ pätee

sup
n∈N

Pn(Ak) ↓ 0 kun k ↑ ∞
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