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Tehtäväsarja I

1. Oletetaan, että funktio u on sileä, ja toteuttaa lämpöyhtälön ut − ∆u = 0. Osoita, että myös
funktio

v(x, t) = 〈x,∇u(x, t)〉+ 2tut(x, t)

on lämpöyhtälön ratkaisu.

2. Osoita ns. Weierstrassin aproksimaatio teoreema: suljetulla välillä [a, b] jatkuvaa funktiota f voi-
daan aproksimoida tasaisesti polynomeilla. Vihje: Jatka f jatkuvaksi funktioksi koko reaaliakse-
lille, ja ratkaise lämpöyhtälö tällä alkuarvolla. Kehitä tämän jälkeen lämpöydin potenssisarjaksi.

3. Osoita, että alkuarvo–ongelman

ut − uxx = 0 R× R+:ssä,

u(x, 0) =

1, x ≥ 0
0, x < 0

eräs ratkaisu on
u(x, t) = 1

2
(
1 + E(x/

√
4t)
)
,

missä ns. Virhefunktio E on määritelty kaavalla

E(s) = 2√
π

∫ s

0
e−r2

dr.

4. Oletetaan, että u on sileä, positiivinen funktio joka toteuttaa yksiulotteisen lämpöyhtälön

ut − µuxx = 0,

missä vakio µ on positiivinen. Osoita, että funktio

v = −2µux/u

toteuttaa ns. Burgersin yhtälön
vt + vvx = µvxx.

5. Oletetaan, että funktiot ui(s, t) : R × R+ → R, i = 1, . . . , d, toteuttavat yksiulotteisen lämpöyh-
tälön vt + vss = 0. Osoita, että funktio

u(x, t) = u1(x1, t) · · ·ud(xd, t) = Πd
i=1ui(xi, t)

toteuttaa d–ulotteisen lämpöyhtälön.



Tehtäväsarja II

Seuraavia tehtäviä varten perehdy Fourier–analyysin Cesáro–summausta käsitteleviin kohtiin

1. Kuinka määritellään 2π–periodisen funktion Cesáro–summa?

2. Selitä intuitiivsesti, miten Cesáro–summaminen eroaa Fourier–sarjan summaamisesta käyttäen
osasummia ja Dirichlet–ydintä.

3. Muotoile ja todista jatkuvan 2π–periodisen funktion Cesáro–summan konvergenssia koskeva lause.


