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1. HISTORIA

Hyperboliseen geometriaan, jonka loytamisen historia on vérikas ja monivivahteinen,
johti ensimmaisen, Eukleideen mukaan nimetyn, geometrisen jarjestelman kyseenalaista-
minen. Geometrian syntyminen esteettisistd ja kdytdnnon tarpeista noin pari-kolme tuhat-
ta vuotta ennen ajanlaskun alkua mm. Egyptissa, Niilin jokilaaksossa oli alku koko ma-
tematiikalle. Se, ja samalla koko matematiikka, kehittyi itsenéiseksi tieteenalakseen vasta
Antiikin Kreikassa n. 500 e.a.a. Tall6in konkreettiset toimintaohjeet yksittaisiin maanmit-
taukseen tai verotukseen liittyviin ongelmiin muuttuivat yleisemmin pateviksi kaavoiksi
ja alettiin esittdd myos puhtaasti matemaattisia ongelmia ilman yhteyttad arkielamadn.
Eukleideen kuuluisa Elementa oli valmistuessaan (noin 300 e.a.a.) ensimméinen kirjalli-
nen teos, joka kattoi koko Antiikin Kreikan siihenastisen matematiikan; geometrian lisdksi
myo6s paljon lukuteoriaa. Eukleideen aikaan ymparoivan maailman tarkastelu keskittyi kir-
jaimellisesti ruohonjuuritasolle seka 3-ulotteiseen lahiymparistoon. Taytyy tosin muistaa,
ettd téassa vaiheessa hyviksyttiin (ainakin tiedemiesten keskuudessa) jo Maan pallonmuoto
ja koska navigointikin jo osattiin, niin myo6s pallogeometria oli saanut alkunsa. Elementassa
Eukleides esitti viisi aksioomaa, jotka maarittelivit meille jo ala-luokilta tutun, nykyisin
Euklidiseksi tasogeometriaksi kutsutun jéarjestelméan lait.

Eukleidesta kritisoitiin tdmén aksiomaattisen jarjestelman epataydellisyydesta ja aksioo-
miin perustumattomien oletuksien tekemisesté jo hanen aikanaan, mutta meni pari tuhatta
vuotta ennen kuin Euklidisen geometrian aksioomat lopulta korjattiin ja tdydennettiin mm.
D. Hilbertin (1862-1943) toimesta nykyiseen muotoonsa. Kannattaa huomioida, ettéd tuhat
vuotta téstd ajanjaksosta eli n. 400-1400 oli myos matematiikan kannalta pimedd aikaa,
jolloin ei edistysta juurikaan tapahtunut. Matemaatikoita, joista useimmat siihen aikaan
olivat myos fyysikoita ja astronomeja, kuitenkin askarrutti kysymys, kuvaako Euklidinen
(3-ulotteinen) geometria todella parhaiten maailmaamme.

Erityisesti tasogeometrian aksioomista viides, niin kutsuttu paralleeliaksiooma oli herat-
tdnyt narkastystd jo Eukleideen ajoista aina 1800-luvulle asti matemaatikkojen parissa,
jotka kilvan yrittivéit todistaa paralleeliaksioomaa teoreemaksi eli valttamattomaksi seu-
raukseksi muista aksioomista. Epaonnistuneet yritykset toivat kuitenkin mukanaan pait-
si yhtapitavia muotoiluja paralleeliaksioomalle, myos koko joukon absurdeilta vaikutta-
via seurauksia sille, etta paralleeliaksiooma ei patisi. Ensimméisenéd hyperbolisen geomet-
rian "10ytdjand” pidetdan italialaista G. G. Saccheria (1667-1733), vaikkakaan hén ei sita
itse koskaan ymmartanyt. Han epdonnnistui yrittdessadn osoittaa, ettd nelikulmioiden,
joissa on kaksi suoraa kulmaa ja kaksi teravda kulmaa, olemassaolo johtaa ristiriitaan
muiden aksioomien kanssa. Nama nelikulmiot tunnetaan Saccherin nelikulmioina. Sveit-
siliinen J. H. Lambert (1728-1777) jatkoi tdsta ja tutki puolestaan nelikulmioita, jossa
on kolme suoraa kulmaa ja yksi terdva kulma. Lambertin nelikulmioiden olemassaolos-
ta hén paatyi seuraukseen, etta talloin minka tahansa kolmion pinta-ala on radiaaneissa
7 — (kolmion kulmien summa). Han myos paatteli aivan oikein, ettd geometria, jossa pa-
ralleeliaksiooma ei pade, vastaa geometriaa pallopinnalla, jonka sidde on imaginaarinen!
Myos aikansa arvostetuin matemaatikko, saksalainen C. F. Gauss (1777-1855) tutki miltei
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koko eldmansa ajan paralleeliaksioomatonta geometriaa, mutta ei mainettaan varjeleva-
na perfektionistina julkaissut mielestdan epataydellisid tuloksiaan. Lopulta Gaussin hyvan
ystavan, Wolfgang Bolyain, poika Jénos (1802-1860) ja samoihin aikoihin venéldinen mate-
maatikko N. Lobachevsky (1792-1856) julkaisivat toisistaan tietamétta tuloksensa tyhjdistd
tulleesta maailmasta, hyperbolisesta geometriasta. Satoja matemaatikkotyovuosia ilmassa
roikkunut totuus, ettda on olemassa téaydellisia geometrisia jarjestelmia, joissa paralleeliak-
siooma ei pédde, oli vihdoin saavutettu. Tosin vasta Gaussin kuoleman jilkeen matemaa-
tikot hyvéksyivit paralleeliaksioomattoman geometrisen jéarjestelmén ja mm. E. Beltrami,
H. Poincaré, F. Klein ja B. Riemann tarkensivat ja kehittivit téta eteenpéin. Vuonna 1868
Beltrami vihdoin todisti, ettd paralleeliaksiooma ei ole seuraus muista aksioomista.

Historian vaiheista kiinnostunut lukija loytaa lisdtietoa mm. seuraavista, taménkin osuu-
den ldhteina olleista, teoksista: Matematiikan historiasta yleisesti saa hyvian kokonaiskuvan
M. Lehtisen Matematiikan historia -luentomuistiinpanoista [4] ja geometriasta niin mate-
matiikan, kuin historiankin kannalta kirjoittaa M. J. Greenberg kirjassaan Fuclidean and
Non-FEuclidean Geometries [3]. Lennokkaan ja hauskan matkan geometrian kehitysvaihei-
siin taas tarjoaa L. Mlodinow pokkarissaan Fuclid’s window [7].

Kuva 1. Esimerkki hyperbolisesta pinnasta

v .,
o P .
;
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2. HYPERBOLINEN VS. EUKLIDINEN GEOMETRIA

Aloitetaan tutustuminen hyperboliseen geometriaan vertaamalla sitd tuttuun Euklidi-
seen geometriaan. Molemmat yleistyvét helposti useampaan ulottuvuuteen, mutta tarkas-
tellaan téssa yksinkertaistuksen vuoksi vain 2-ulotteista tasogeometriaa. Puhumme siis
pisteista ja suorista tasossa. Seka Euklidisesta, etta epéa-Fuklidisista geometrioista kiinnos-
tuneelle voi suositella jo aiemmin mainittua, paljon myos tehtéivia sisaltdvada Greenbergin
kirjaa [3], tai vield yleistajuisempaa, ei niin paljon tehtéviin keskittynyttd kerrontaa kai-
paavalle J. Grayn Ideas of Space -kirjaa [2].

Aksiomaattinen jarjestelméd matematiikassa tarkoittaa sitd, ettd asetetaan (mahdolli-
simman pieni) joukko aksioomia eli yleisesti hyviksyttyja totuuksia, ja naista aksioomista
loogisen paattelyn avulla johdetaan erilaisia tuloksia. Aksioomien taytyy olla toisistaan
riippumattomia, jolloin mitaan niista ei voida johtaa muista aksioomista, ja aksioomis-
ta johdettujen tulosten taytyy olla ristiriidattomia keskendan. Euklidinen geometria on
esimerkki tallaisesta jarjestelmastd. Kannattaa huomata, ettda aksiomaattinen geometria
on abstrakti jarjestelmé, joka ei tarvitse yhteytta fysikaaliseen maailmaan taikka visuali-
sointia, vaan kaikki todistukset palautuvat aksioomiin, niisté jo johdettuihin tuloksiin ja
loogiseen padttelyyn. Kuvat ja geometrian olioiden nimedminen fysikaalisesta maailmas-
ta tutuiksi pisteiksi, suoriksi ja tasoiksi ovat vain apukeino havainnollistaa tilannetta, ja
toisaalta, koska pisteet ja suorat tasossa toteuttavat tasogeometrian aksioomat, niin geo-
metrian tulokset patevét niille. Aksiomaattinen geometria ei myoskaén itsessadn vaadi to-
distuksiin koordinaatistoa ja algebrallisia keinoja, vaikka nama toki voidaan yhdistaa ana-
lyyttiseksi geometriaksi. Euklidisen tasogeometrian aksioomat nykymuodossaan ja paljon
esimerkkeja seka tehtavia aksiomaattisesta todistamisesta lukija 1oytaa esimerkiksi Lehti-
sen luentomuistiinpanoista Geometrian perusteet (2013) [5]. Aksiomaattisen jarjestelmén
perusidea taas on selitetty yleitajuisesti R. Courantin ja H. Robbinsin kirjassa [1, Luku
V).

Eukleideen Elementassa esittémét tasogeometrian aksioomat sanoivat:

E1. Mistd tahansa pisteestd voidaan piirtid suora mihin tahansa pisteeseen. (Taméan on
ymmaérretty sisiltdvan implisiittisesti myos téillaisen suoran yksikésitteisyys.)

E2. Jana voidaan jatkaa suoraksi.

E3. Voidaan piirtad ympyra, jonka keskipiste on mika hyvinsd ja side mikda hyvansa.

E4. Kaikki suorat kulmat ovat keskenddn samat.

E5. Oletetaan, ettd suora leikkaa kahta muuta suoraa siten, ettd samalle puolelle sitd
syntyy kaksi sisapuolista leikkauskulmaa, jotka ovat yhteensd vihemmdan kuwin kaksi
suoraa kulmaa. Tdlloin suorat, jos niitd rajatta jatketaan, kohtaavat toisensa silld
puolen kolmatta suoraa, missa ovat kaksi mainittua kulmaa, jotka ovat yhteensd
vahemmdn kuin kaksi suoraa kulmaa. (Paralleeliaksiooma)

Paralleeliaksiooma esitetaén usein myos muodossa

E’5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta kulkee enintddin yksi suora, joka
on yhdensuuntainen ensimmdisen suoran kanssa.
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Ehké tutuin esimerkki geometriasta, jossa paralleeliaksiooma ei péade, on pallogeometria
esimerkiksi maapallon pinnalla. Talloin "suoria” ovat kaikki ne ympyréat, joiden keskipiste
on pallon keskipiste (esimerkiksi kaikki pituuspiirit). On helppo nidhdé, ettd ylla olevista
aksioomista toteutuvat E1-E4. Kun muistetaan, ettéd suorat ovat yhdensuuntaiset, mikéli
ne ovat sama suora tai niilld ei ole yhtaan yhteista pistettéd, niin huomataan etta parallee-
liaksiooma ei péde, silla kaikki pallogeometrian suorat leikkaavat jopa kahdessa pisteessé.
Hyperbolinen geometria, jota pidetddn monessa mielessa pallogeometrian vastakohtana,
saadaan Euklidisesta geometriasta korvaamalla paralleeliaksiooma negaatiollaan, eli

H5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta kulkee vihintddn kaksi suoraa, jot-
ka ovat yhdensuuntaisia ensimmdisen suoran kanssa.

Monet tasogeometriasta tutut ilmiot ovat itse asiassa yhtapitavia paralleeliaksiooman
kanssa, kuten esimerkiksi

o kolmion kulmien summa on 7 radiaania (= 180°),

o on olemassa suorakulmioita (= nelikulmio, jossa nelja suoraa kulmaa),

o on olemassa yhdenmuotoisia kolmioita, jotka eivat ole yhtenevid (eli samankokoi-
sia).

Hyperbolisessa geometriassa siis mikaan ylla luetelluista ei toteudu. Esimerkiksi kaikki
yhdenmuotoiset kolmiot ovat valttamatta myos yhtenevié ja nelikulmioiden kulmien sum-
ma on alle 27 (= 360°). Kolmion kulmien summa hyperbolisessa geometriassa saadaan
hyvin elegantilla kaavalla

(kolmion kulmien summa) = 7 — (kolmion ala).

Seuraavassa luvussa tarkastellaan hyperbolisia malleja eli erilaisia visualisointeja, jot-
ka auttavat hahmottamaan paremmin hyperbolista geometriaa. On hyva pitda mielessa,
ettd riippumatta geometriasta suora eli geodeesi on aina sellainen, ettd lyhin reitti kah-
den pisteen valilla kulkee geodeesia pitkin. Geodeesien "muoto” riippuu paitsi geomet-
riasta myos valitusta metritkasta eli etdisyyden késitteestéd, kuten pian nahdain. Euklidi-
sella etaisyydella tarkoitetaan jatkossa tuttua Pythagoraan lauseella saatavaa etaisyytta,
jossa kahden (tason) pisteen (z1,y1) ja (z2,y2) vélinen etdisyys on madritelty kaavalla

\/(951 —x2)% + (y1 — 2)*.
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3. HYPERBOLISEN GEOMETRIAN MALLEJA

Hyperbolista geometriaa voi kahdessa ulottuvuudessa visualisoida ja mallintaa useilla
eri tavoilla. Ehkéa tunnetuimmat ja kdytetyimmat naistd ovat konforminen ja projektiivi-
nen malli, jotka tarkastelevat hyperbolista geometriaa rajoitetussa, FEuklidisessa kiekos-
sa. (Huom: My6s Euklidista geometriaa voidaan tarkastella tutun, rajoittamattoman ta-
son sijaan rajoitetussa avoimessa kickossa, jossa suorina ovat tietyt puoliellipsit ja kieckon
halkaisijat, ks. esimerkiksi [6].) Molemmat néistd ovat Beltramin (1835-1900) alunperin
esittdmia, mutta usein niitd kutsutaan ne uudelleen 16ytédneiden ja paremmin tunnetuksi
tehneiden matemaatikoiden mukaan; konformista mallia kutsutaan Poincarén (1854-1912)
ja projektiivista (Beltrami-)Kleinin (1849-1925) kiekkomalliksi. Beltrami sai sentéén pitaa
kokonaan omissa nimissidan puolipallomallin, joka yhdistda edelliset. Tarkastellaan seuraa-
vaksi naitd malleja paitsi ominaisuuksiensa, myos M. C. Escherin taiteen kautta. Lisdtie-
toja naiden mallien matematiikasta lukija 16ytaéd esimerkiksi Greenbergin [3, Luku 7] tai
R. Penrosen [8, Luku 2] kirjoista.

3.1. Konforminen malli. Konformisessa mallissa hyperbolisen geometrian pisteiné ovat
minka tahansa Euklidisen ympyréan sisiapisteet (eli Euklidinen kiekko) ja geodeeseina (”suo-
rina”) sellaiset ympyrakaaret, jotka leikkaavat kiekon reunaa kohtisuorasti, mukaanlu-
kien ympyrin halkaisijat. Nimi 'konforminen’ kertoo, etté téssd mallissa kulmien koko
sdilyy verrattuna Euklidiseen geometriaan eli esimerkiksi suorat kulmat nayttavat Eukli-
disilta suorilta kulmilta. Kuvasta 2 nahdaén hyvin, etta Euklidisen tasogeometrian paral-
leeliaksiooma ei pade tamén mallin suorille. Merkitaén jatkossa téata ympyraé I':lla, jolloin
Poincarén kiekon muodostaa kaikki ympyran I' sisélla olevat pisteet.

Kuva 2. Poincarén kiekko

&
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Ympyroita konformisessa mallissa ovat kaikki I':n sisélla olevat Euklidiset ympyrat, mut-
ta niiden hyperbolinen keskipiste ei vastaa Euklidista keskipistetta (ellei ympyran keskipis-
te ole I':n keskipiste). Mééritelladn seuraavaksi Poincarén kiekkoon hyperbolinen metriikka
Euklidisen etédisyyden avulla ja tarkastellaan sitten miten se vaikuttaa ympyran hyperbo-
liseen keskipisteeseen ja sateeseen.

Kuva 3. Etaisyys hyperbolisessa geometriassa

r

Olkoot pisteet P ja ) Poincarén kiekon pisteitéd ja olkoot A ja B ne pisteet, joissa P:n
ja @Q:n kautta kulkeva ympyrdkaari leikkaa I''n (ks. Kuva 3). Merkitdan pisteiden P ja @
valistd Euklidista etdisyytta |PQ)| (vastaavasti muiden pisteiden véliset etédisyydet). Nyt
pisteiden P ja @ vilinen hyperbolinen etéisyys |PQ|, on

[AQ| - |BP|

P =log ————.

Logaritmi-funktion ominaisuuksista seuraa, ettéd pisteiden hyperbolinen etéisyys voi kas-
vaa mielivaltaisen suureksi pisteiden ldhestyesséd Poincarén kiekon reunaa. Tésta seuraa
mm. se, ettd Kuvan 3 ympyran hyperbolinen keskipiste R on lahempéana kiekon reunaa
(Euklidisen etdisyyden mielessé), kuin sen Euklidinen keskipiste C'. Poikkeuksen muodos-
tavat ympyrat, joiden keskipiste on I':n keskipiste. Tarkastellaan hyperbolista etéisyytta
tallaisen ympyran avulla.
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Kuva 4. O-keskinen ympyra konformisessa mallissa

Olkoon Y ympyra, jonka Euklidinen keskipiste on I':n keskipiste O ja Euklidinen séde e
(Kuva 4). Nyt siis kaikille ympyran Y pisteille S pétee |OS| = e. Pisteiden O ja S vélinen
hyperbolinen etéisyys taas on

|AO| - |BS| |BS]|
S POV it A ol R PV bl |

missid A ja B ovat pisteen S kautta kulkevan (ympyran I') halkaisijan pédétepisteet. Huo-
mataan, ettd jos S; ja Sy ovat mielivaltaisia ympyréan Y pisteité, niin

[BiSi| _ | B2
|A1S1] [A2Sy|

ja siten |OS1], = |OSa|p,

kun A; ja B; ovat pisteen S; (i = 1,2) kautta kulkevan halkaisijan paatepisteet. Siis Y':n
hyperbolinen keskipiste on todella O! Toisaalta, jos ympyran Y Euklidista sadettd kasva-
tetaan (kuitenkin I':n sisilla pysyen) eli piste S ldhestyy pistettd A, niin Y:n hyperbolinen
side kasvaa rajatta, silla

|BS|
|AS|

|OS];, = log — 00, kun |AS| — 0.
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Kuva 5. M. C. Escher: Circle Limit

Escherin teos (Kuva 5), havainnollistaa hyperbolista geometriaa konformisessa mallis-
sa. Kuvaan on piirretty nelikulmioita, joiden kulmien summan muistetaan hyperbolisessa
geometriassa olevan aina alle 27 rad (= 360°).
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3.2. Projektiivinen malli. Hyperbolista geometriaa voidaan visualisoida my6s projektii-
visella mallilla, Kleinin kiekolla, jossa tasona on jélleen jokin Euklidinen kiekko. Geodee-
seja ovat kaikki kyseisen kiekon janteet, halkaisijat mukaanluettuina. Kuvasta 6 ndhdaén,
ettd Euklidisen geometrian paralleeliaksiooma ei pade: Pisteen R kautta voidaan piirtaa
ainakin kaksi suoraa, ki ja ko, jotka eivat leikkaa suoraa r.

Kuva 6. Kleinin kiekko

Projektiiviselle mallille voidaan valita metriikka, joka on miltei sama kuin konformisessa
mallissa: Olkoot P ja () pisteitd kiekossa ja A ja B niitd yhdistdvin ympyrin jinteen
pédtepisteet ympyréalld. Projektiivisessa mallissa pisteiden P ja @) vélinen (hyperbolinen)
etdisyys, jota merkitsemme |P(@)|,, saadaan kaavalla (ks. my6s Kuva 7)

[AQ| - |BP|

1
PQ|, = = log =222 1
PRk =3 |AP| - |BQ)|

Ympyroita tassakin mallissa ovat Euklidiset ympyrét, mutta ympyroiden keskipisteet ovat
jéalleen lahempéna Kleinin kiekon reunaa, kuin niiden Euklidiset keskipisteet, ellei keskipiste
ole Kleinin kiekon keskipiste. Samaan tapaan konformisen mallin kanssa, Kleinin kiekon
reunan voi ajatella olevan "darettomyys”.
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Kuva 7. Etaisyys Kleinin kiekossa
A

Kuvassa 8 ndkyy kuinka Kleinin kiekkomallissa hyperbolinen taso voidaan tayttda 7-
kulmioilla ja kolmioilla — tdmé on mahdotonta Euklidisessa tasossa!

Kuva 8. Esimerkki tason tayttamisesta 7-kulmioilla ja kolmioilla Kleinin
kiekkomallissa




12 RIIKKA SCHRODERUS

3.3. Puolipallomalli. Edella esitellyt konforminen ja projektiivinen malli eivat ole ko-
vin kaukana toisistaan ja Beltramin puolipallomalli yhdistda ne projektioiden kautta. Yksi
tapa esittda tama on Kuvan 9 avulla, jossa Beltramin puolipallomalli néyttaytyy pallon
“eteldpuoliskona” ja sen geodeeseja ovat sellaiset ympyrdn kaaret, jotka leikkaavat koh-
tisuorasti péaivintasaajaa. Kuvassa 9 on piirretty yksi naista geodeeseista. Kleinin kiekko
(kuvassa B?) saadaan ottamalla kohtisuora projektio puolipallosta tasolle, joka on etelé-
navan (kuvassa piste S) tangenttitaso. Kuvassa nékyy, etta télla projektiolla puolipallo
kuvautuu kiekoksi ja puolipallomallin geodeesit Kleinin kiekon geodeeseiksi. Konforminen
malli (kuvassa D?) taas saadaan projisoimalla puolipalloa pohjoisnavan (piste N) kaut-
ta samaiselle tasolle eli ottamalla stereografinen projektio pallon eteldpuoliskosta. Talloin
etelainen puolipallo kuvautuu jélleen rajoitetuksi kiekoksi ja puolipallomallin geodeesit
konformisen mallin geodeeseiksi.

Kuva 9. Beltramin mallit
M
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3.4. Yhteys suhteellisuusteoriaan. Hyperbolinen geometria ei ole pelkéstdan mate-
maatikoiden abstrakti kuvitelma tai taiteilijoiden leikkikenttéd. Voimme nimittain ymmar-
tda Einsteinin suppeaa suhteellisuusteoriaa, ja sitd kautta havaitsemaamme maailmaa,
hyperbolisen geometrian avulla! Liikkuvien kappaleiden Minkowskin 4-ulotteiseen aika-
avaruuteen piirtamien polkujen tarkastelussa voidaan nimittdin kayttda apuna hyperbo-
loidimallia, joka taas sopivalla projektiolla palautuu Poincarén kiekkomalliin. Kuvassa 10
on vihrealld varilla piirretty hyperboloidin ”ylapuolikas” ja koko hyperboloidi kuvaa Min-
kowskin aika-avaruuden yksikkopallon pintaa. Tarkastelussa yksi avaruusulottuvuus téytyy
tiputtaa pois, jotta voimme kuvata sitd 3-ulotteisesti. Hyperboloidipinnan yldpuolikkaan
pisteet kertovat massiivisten kappaleiden mahdolliset nopeusvektorit valokartiossa. Kiin-
nostunut lukija voi lukea aiheesta tarkemmin Penrosen kirjasta [8, Luku 18].

Kuva 10. Hyperboloidimalli
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4. HYPERBOLINEN PINTA

Maan pallonmuoto tiedettiin kylld jo Eukleideen aikaan, mutta Gaussin nimea kantava
kaarevuus maariteltiin vasta pari tuhatta vuotta myohemmin. 1800-luvulla pintoja tutki-
va matematiikan ala differentiaaligeometria otti suuren harppauksen, kun Gauss osoitti,
ettd kaarevuus on (kdyrdn) pinnan ominaisuus, joka voidaan laskea myos ilman perspek-
tiivid (toisesta) kolmannesta ulottuvuudesta. Maapallon Gaussinen kaarevuus on likimain
positiivinen (vakio) ja se sai matemaatikot pohtimaan, onko olemassa kaarevuudeltaan ne-
gatiivisia, ns. hyperbolisia pintoja. Hyperbolinen geometria sai nimenséa tésta, mutta vasta
kun se osattiin yhdistda pintaan, jonka kaarevuus on negatiivinen vakio. Hyperbolisiin pin-
toihin hyvin kdytannonldheisen ja havainnollisen ldhestymistavan lukija 16ytaéa esimerkiksi
Daina Taimigan kirjasta [9], jossa on erityisesti virkkausohjeita hyperbolisen pinnan tuot-
tamiseksi! Kuvassa 14 oleva virkkaus on tehty juuri kyseisesta kirjasta loytyvalla ohjeella.

4.1. Kaarevuus. Yksiulotteisen kdyrdn tapauksessa kaarevuus K tietyssi pisteessi saa-
daan sen ympyréin siteen R kéénteislukuna, K = 1/R, joka on sovitettu kayréalle sivua-
maan kyseista pistettd. Valitsemalla kéyralle suunta voidaan erottaa positiivinen ja nega-
titvinen kaarevuus. Kuvassa 11 kdyran kaarevuus on positiivinen, kun sovitettu ympyra
on kdyran alapuolella ("kukkula”), ja negatiivinen, kun sovitettu ympyra on kdyrin ylé-
puolella ("kuoppa”).

Kuva 11. Kéayran kaarevuus

-

Mité suurempi sade kaarevuuden kertovalla ympyralla on, sitd pienempi kaarevuus on
itseisarvoltaan. Toisin sanoen, kun R — oo, niin K — 0. Tapaus R = oo vastaa suoran
viivan tilannetta, eli suoran viivan kaarevuus on 0.

2-ulotteisen pinnan (Gaussinen) kaarevuus tietyssa pisteessd saadaan yksiulotteisen kaa-
revuuden avulla: Asetetaan pinnan pisteeseen, jossa kaarevuus halutaan selvittaéd, nor-
maalivektori (vektori, joka on kohtisuorassa pisteeseen asetettua tangenttitasoa vastaan).
Kaikkien normaalivektorin siséltdvien tasojen leikkaukset pinnan kanssa ovat yksiulottei-
sia kayria, joille voidaan laskea kaarevuus edelld mainitulla tavalla. Valitaan kaikista naista
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suurin ja pienin kaarevuus, niin sanotut pdadkaarevuudet K. ja Kpin. Pinnan kaarevuus
K kyseisessa pisteessd saadaan naiden tulona:

1
Rmianax '

Tasoa vastaa tilanne, missd molemmat paakaarevuudet ovat 0, joten tason kaarevuus
K = 0. Ylla olevasta kaarevuuden kaavasta nahdéaan, etta pinnan kaarevuuden etumerkki
riippuu paakaarevuuksista: Jos ne ovat etumerkiltdan samat, niin kaarevuus on positii-
vinen, ja muutoin negatiivinen. Esimerkiksi pallopinnan jokaisessa pisteessd molemmat
padakaarevuudet ovat 1/R, missd R on pallon sédde. Siis pallopinnalla on kaikkialla positii-
vinen vakiokaarevuus 1/R?%. Hyperboliseksi pinnaksi sanotaan pintaa, jonka kaarevuus on
jokaisessa pinnan pisteessa sama negatiivinen luku. Hyperbolinen geometria sai nimensa
tasta, kun ymmarrettiin, etta tallaisella pinnalla patevat hyperbolisen geometrian lait. Esi-
merkiksi hyperbolisen geometrian oma paralleeliaksiooma H5 on helppo ndhda toteutuvan
seuraavaksi tulevissa esimerkeissé!

K = Kmax : Km'm =

4.2. Esimerkkeji. Jotta hyperbolisen geometrian lait toimivat pinnalla, on oleellista, et-
té sen kaarevuus on negatiivinen vakio. Yksi ensimmaisista keksityistd hyperbolisista pin-
noista oli pseudopallo (Kuva 12). Nimensa pseudopallo on saanut siité, ettd sen kaarevuus
vastaa sellaisen pallopinnan kaarevuutta, jonka sade on imaginaarinen — aivan kuten
Lambert arveli! Jos siis pseudopallo on pallo, jonka side on iR, missi i = v/—1 on imagi-
naariyksikko, niin pseudopallon kaarevuus on K = 1/(iR)? = —1/R?. Usein hyperbolinen
paraboloidi, ns. satulapinta (Kuva 13), tulee mieleen hyperbolisista pinnoista puhuttaes-
sa. Vaikka sen kaarevuus onkin kaikkialla negatiivinen, kaarevuus ei kuitenkaan ole vakio,
joten se ei ole hyperbolinen pinta.

Kuva 12. Pseudopallo Kuva 13. Satulapinta
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Kuvassa 14 on yksi esimerkki hyperbolisesta pinnasta, jossa pintaan varillisilla langoilla
merkityt yksiulotteiset padkaarevuudet ndhdéan olevan erimerkkiset.

Kuva 14. Esimerkki hyperbolisesta pinnasta

Maapallollamme elavéit kasvitkin ovat ymmartidneet hyperbolisen pinnan mahdollisuu-
det. Esimerkiksi lehtikaalin tai korallien muoto muistuttaa hyperbolista pintaa (ks. kuvat
15 ja 16). TAmén ominaisuuden hyoty kasveille on, ettd ne saavat enemmén pinta-alaa
kayttoon imedkseen ravinteita.

Kuva 15. Lehtikaali Kuva 16. Koralli
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5. LOPUKSI

Hyperbolisen geometrian 16ytyminen mullisti geometrian avaten tien uusille aksiomaat-
tisille jarjestelmille ilman riippuvuutta Euklidiseen geometriaan. Téma on johtanut koko-
naan uusille urille matematiikassa. Lisaksi analyysin yhdistdminen geometriaan on tuonut
aivan uusia ulottuvuuksia tutkimuskysymyksiin. Kaarevuuden kasitteen mukaantulo aloitti
differentiaaligeometrian, joka on erittdin aktiivinen tutkimusala ténakin péaivané. Reilussa
sadassa vuodessa nakokulmamme on laajentunut maailmasta koko maailmankaikkeuteen,
jonka geometriaa yritetddn parhaillaan kiivaasti selvittda. Osa fyysikoista uskoo maailman-
kaikkeuden rakenteen selittyvéin ns. saieteorialla, jonka lahtokohtana on 9-, 10-, 11- tai jopa
26-ulotteinen aika-avaruus. On vaikea kuvitella, ettd kuvamme maailmankaikkeudesta olisi
kehittynyt néain pitkalle, mikéli hyperbolista geometriaa ei olisi koskaan 16ydetty.
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